CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

CAPITULO IDESIGUALDADEY VALOR
ABSOLUTO

OBJETIVOS

U Resolver desigualdades con una variable y representar su solucién en la recta numérica
o empleando la notacién de intervalos.

U0 Resolver desigualdades que involucren valor absoluto.

U Modelarsituaciones problemas en términos de desigualdades.

U Clasificar cierta cantidad de datos acerca de una medida de acuerdo a una relacion de
orden, para luego interpretar en el lenguaje habitual su significado.

U Identificar en las relaciones de orden las diferentes jerarquias que se dan en ciertas

organizaciones sociales.
DIAGNOSTICO
Para éste capitulo es fundamental que el estudiante logre resolver ecuaciones en una
variable; que sepa factorizar y conozca muy bien la recta real. Con el diagndstico

observaremos si esto ocurre.

1. Resolver para la letra indicada:

a- 1l X- 2 X- 2
S= ;T ——=1 X =0 x
@) 1-r ®) X- 2 . © x-2
X- 2 4,02
=2, X =5 t = )
@ s © 9% 5  A=2o(r+h) r

2. Sefalar en la recta de nameros reales y representar el conjunto con la notacién de

intervalo. {x/xi 0} C{x/x2 3
3. Efectuar aplicando productos notables (X2 - 3X+4)2

4. Factorice lo méaximo: a) x8 +5x° - 81x2 - 405x

b) 4x% - a% + y2 - 4xy+ 2ab- b?

5. Obtener el conjunto solucion completando el cuadrado:
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3x%- 2x- 6=0

2 OX . _ ) .
6. Resolver X +§+1—0 por la formula cuadratica

2
7. Resolver ZXA - SX% -3=0
8. Resolver J2X+3- x/x- 2-2=0

1.1. LA RECTA REAL

Para representar el conjunto de los nUmeros reales usamos un sistema de coordenadas que

se llama la recta real. El nUmero real que le corresponde a un Gnico punto en particular de
la recta real se llama la coordenada de este punto. El punto de la recta que corresponde al
cero se llama origen de la recta real. A la izquierda del origen se ubica los nimeros negativos

y a la derecha los nimeros positivos.

1.2. DESIGUALDADES O INECUACIONES

En esta unidad analizaremos unanuevapr opi edad de | os n¥amer os r ea
CONJUNTO DE LOS NDMEROS REALES ES ORDENADOO. Es
|l 2nea recta colocamos dos n¥wmeros fad y Abo, t

significa que mquedbomesomagyae fbé fAaod.

i
a b
| |
| |

F 1
L J

Para introducir este concepto de orden, se han creado una serie de simbolos asi:
>Mayorque Y x>y (se lee: x es mayor quey)

<Menorque Y x<y (selee:xesmenorquey)

2 Mayor oigual que Y x>y (se lee: x es mayor o igual que y)

< Menoroigualque Y x<Yy (se lee: x es menor o igual que y)

A estos simbolos se le llaman signos de desigualdad y a las expresiones algebraicas que
contengan estos simbolos se les llaman DESIGUALDADES y sus soluciones se representan

en forma de intervalos. (Ej. X + 5> 4, x?< 6, 2 > X2+ 4)

Si escribimos x < 4, queremos indicar que X esta a la izquierda de 4 en la recta numérica. Y

si escribimos x > 3, queremos indicar que x esta a la derecha de 3 en la recta numérica.
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1.2.1. PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES. El algebra para operar las
desigualdades es la misma que se utiliza en las expresiones algebraicas conocidas hasta el

momento. La Unica diferencia radica en que, si multiplicamos o dividimos ambos miembros
de una desigualdad por un mismo nimero NEGATIVO, la desigualdad CAMBIA de sentido.

- 3X>12Y X>-4

Ejemplo 1. - 3x<12Y

1. Sia<hb, entoncesa+c <b+c

2.Sia<byc<d,entoncesa+c<b+d
Reglas de las

Desigualdades 3.Sia<byc >0, entonces ac < bc

4.Sia<byc<0,entonces ac > bc

5.Si0<ac<hb, entonces 1/a > 1/b

Regla 1: Si tengo una desigualdad y le sumo una misma cantidad en ambos miembros de

la desigualdad, el sentido de la desigualdad no cambia.

4<10 0 17>10
4+ (-2) <10+ (-2) 17+5>10+5
2<8 22>15

Regla 2: Sitengo dos desigualdades con el mismo sentido, al sumar las partes  izquierdas

y las partes derechas, el sentido de la desigualdad no me cambia.

5>3 + o] <1 +
4>2 o<8
9> 5 12<9

Regla 3: SiItengo una desigualdad y multiplico ambos miembros por una cantidad positiva,

el sentido de la desigualdad no me cambia.

5< 60 0] -7>-12
5. (+2) <60. (+2) -7. (+5) > -12. (+5)
10< 120 -35>-60

Regla 4: Si tengo una desigualdad y multiplico ambos miembros por una cantidad negativa,

el sentido de la desigualdad me cambia.
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5< 60 0 -7 >-12
5. ((2)>60. (2) -7. (5) <-12. (5)
-10>-120 35<60

Regla 5: Sitengo una desigualdad con dos cantidades positivas, los inversos multiplicativos
de dichas cantidades me cambian el sentido de la desigualdad

0<5<8Y 1>}
5 8

1.2.2. INTERVALOS. Un intervalo es otra forma de representar un conjunto de nimeros, en

el cual basta con nombrar entre un corchete 6 paréntesis al nUmero menor y al mayor.
Quedando representado asi todo el conjunto de nUmeros que se encuentran entre estos dos

ndmeros.
(a, b)

PN

Extremo izquierdo. Extremo derecho.

CLASES DE INTERVALOS

1 Intervalos abiertos. Son aquellos intervalos en los cuales los extremos derecho e
izquierdo no pertenecen al conjunto de nimeros que representa un intervalo. Esta forma

de intervalos se representa de la siguiente forma: (a,b)

Ejemplo 2. El conjunto A:{X/3<X<8}, contiene todos los numeros reales

comprendidos entre 3 y 8, pero no incluye ni el 3 ni el 8. Se denota (3,8) y se represente

graficamente:

3 2
i { ........................................................................ } oo

1 Intervalos cerrados. Son aquellos intervalos en los cuales los extremos derecho e
izquierdo si pertenecen al conjunto de nameros que representa el intervalo. Esta forma

de intervalos se representa de la siguiente forma: [a, b]

Ejemplo 3. El conjunto B:{x/3¢ x¢8} , contiene todos los numeros reales

comprendidos entre 3 y 8, incluyendo al 3 y al 8. Se denota [3, 8] y se representa

graficamente:
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3 8
- < L | » o

1 Intervalos semiabiertos o semicerrados. Son aquellos intervalos en los cuales los
extremos derecho o izquierdo pertenecen al conjunto de nimeros que representa el
intervalo, pero no ambos extremos a la vez. Esta forma de intervalos se representa de la

siguiente forma: (a, b] o [a, b).

Ejiemplo 4. EI conjunto C:{x/3¢ x<8}, contiene todos los nUmeros reales

comprendidos entre 3 y 8, incluye al 3 y no incluye al 8. Se denota [3,8) y se representa

graficamente:

3 8
-0 % PR 3 >

Eiemplo 5. Resolver la desigualdad 1+ X< 7X+5

Solucién: La desigualdad dada se cumple para algunos valores de x, pero para otros no.
Resolver una desigualdad significa determinar el conjunto de niumeros x para los cuales la
desigualdad es cierta. A este conjunto se le llama conjunto de solucién. Primeramente

sumamos -1 de ambos miembros de la desigualdad (usando la Regla 1 con ¢ = - 1):
1+x+(- ) <7x+5+(- )V x<7x+4

Luego se suma - 7x de ambos miembros (Regla 1 con C =- 7X):

X+(-7X) <7x+4+(- 7x)Y -6x<X

Ahora multiplicamos ambos miembros por - 1/6 [Regla 4 con c = - 1/6]

- 6x.§é£8> 4.%—18Y X> - 2
¢c6b+ b6+ 3

Todos estos pasos se pueden seguir en sentido inverso, asi que el conjunto solucién esta

formado por todos los nimeros mayores que 2.
3

En otras palabras, la solucion de la desigualdad es el intervalo (- g,o).

Ejemplo 6. Resolver las desigualdades 4 ¢ 3x- 2<13.

Solucién: En este caso, el conjunto solucién consta de todos los valores de x que satisfacen
ambas desigualdades. Aplicando las reglas de las desigualdades, vemos que las
desigualdades siguientes son equivalentes:

4¢3x- 2<13 6 ¢ 3x <15 (se suman 2)
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2¢ x<5 (Sedividen entre 3). Por lo tanto, el conjunto solucion es [2,5).

Ejiemplo 7. Resolver 2X+1¢ 4Xx- 3¢ X+ 7
Solucién: En este caso, lo primero es resolver las desigualdades por separado.
2X+1¢ 4x- 3y4x- 3¢ x+7

4¢2xy3x¢10; Y 2¢x x¢%)

Puesto que x debe satisfacer ambas desigualdades, 2¢ x ¢ ];()

De modo que el conjunto solucién es el intervalo cerrado & 10g.

Y

Eiemplo 8. Hallar la interseccion de los conjuntos solucién de las desigualdades:
-3¢2-5xy 2-5x¢12
Solucion: - 3¢ 2- 5x¢12Y - 3- 2¢ 2- Bx- A¢12- 2

., =-5_-5x_ 10 _
-5¢-5x¢10 Y 2 2 2 w2 _
5 .5 _5Y 12 x2 -2,
Y -2¢x¢1 Solucion: [-2, 1]

1.3. DESIGUALDADES DE 2 0O MAS.

Cuando la desigualdad es de 2° grado o0 mas, procedemos asi:

a. Desigualamos a cero.

b. Tratamos de factorizar.

c. Hallamos | as ra2ces (los valores de | a vari at

colocamos en la recta numérica.
d. Enlarectanuméricavoyatenerino i nterval os, de | os cual es

tomando un valor de | a variable Adentroo del

V

desigualada a cero y factorizada (preferiblert

facil de reemplazar).

e. Observo si me resulta una cantidad positiva (+) 6 negativa (-) y si satisface la
desigualdad; entonces dicho intervalo si satisface o no.

f. Los demas intervalos van a satisfacer intercaladamente: si, no, si...

g. Lasolucién es la unién de los intervalosdondee st 8n | os fAsi O

Ejemplo 9. Hallar el conjunto solucién de la desigualdad X* < X+ 6
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Solucién:

¥ —x—-6<0=(x-3)x+2)<0 (a)

v o
X=23 Xx=-2
-2 * 3
-0 % CRHLLLLEHT ) » O
no si no
Supongamos: x=0en (@)Y (-3) (2)<0; -6<0 jsil
Solucion: (-2, 3)
Eiemplo 10. Hallar el conjunto solucion de la desigualdad:
(x- 2)(x+3)(x- 5)2 0
Solucién:
x—2)x+3)x=5)=0 (a)
(2 <3 <3)
xX=2 XxX=-3 Xx=5 |
-3 2 5
-t - HHHHTH R o
no si no si

Suponiendox=0en(@):Y () (+) (>0
(+)>0 si;Y solucién: [-3,2] U [5,2)

NOTA: si una raiz esté repetida, se coloca las veces que éste en la recta numérica; entonces
habra intervalos ficticios.

Ejiemplo 11. Resolver la desigualdad x(x- 2)2 (x + 3) >0

Solucién:
x(x—Z]}(x+3l:>0 (a)
M T
x=0 x=2 x=-3
3 0 * 2 2
or R } CHHHHH 3 G R > oo
si no si no si

Suponiendox=1en(@):Y (+) (-)?(+)>0
+>0si Y solucion: (-2 ,-3) U (0,2) U (2,8)

Ejemplo 12. Resolver  y(x- 2)°(x+3)2 0

Solucién:
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Wx-2)(x+3)20 (a
\‘( 2 (x23)20 (a)
Xx=0 x=2 x=-3
3 0o * 2 2
o } Rekaazesens } karreciarerretoeris >0
sl no si no si

Solucién:(-a ,-3] U [0,1)

NOTA: Si una desigualdad de 2° grado, después de haberse desigualado a cero no es
factorizable; se aplica la formula general para hallar las raices reales (si las hay) y se colocan
en la recta numérica. Si resultan raices imaginarias, la soluciéon son todos los reales, o no
hay solucion.

Ejemplo 13. Resolver la desigualdad x? +5x7 2>0

Solucién: x?+5xi1 2>0Y (x+?)(x-?)>0

—5+.J25-4)(-2) _—5

2

5.7

—x= x1=0,37, x2=-537

|

—(x+5.37)(x-037)>0 (a)

-5.37 % 0.37

si 1o si
Suponiendox=0en (@):Y (+)(-)>0
() >0 ino!, Y Solucién: (-8 ,-5.37) U (0.37, @)

Ejemplo 14. Resolver la desigualdad 2x?7 3x +5< 0

no
3°./9- 42 e > =
Solucién: X= A (2)) =...
2(2)
Suponiendo x = 0 en la desigualdad original: 07 0 + 5 <0 jno!
Y Solucién: @
Ejemplo 15. Resolver 2x?1 3x +5>0
si

» 3° /9- 4(2)(5 oo L, =

Solucién: x = — > (2)6) = ..

2(2)
Suponiendo x = 0 en la desigualdad

Original: 071 0+52 0jsil Y  Solucion:{x: x| R}

8
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NOTA: Cuando la desigualdad tiene denominador variable, se desiguala a cero y se hace
todo el procedimiento anterior, teniendo en cuenta que una cantidad dividida cero no existe;

0 sea que en las raices del denominador los intervalos son abiertos.

4x -1

Ejemplo 16. Resolver ¢3
K
x, 0
F
4x-1 . 4x-1- 3X L X-1
Solucién: X -3¢0Y X ¢oY X ¢0 (a)
x=0

Suponiendo x =2 en (a) Y i< 0; +<0 jno!
+

Y Solucién:(0,1]

X, -3 X, -5

Soluciéon: X- 2_ X- 42 OY X2+5X- 2x-10- X2+4X' 3X+122 0

X+3 x+5 (x+3)(x+5)
3\7(=+1’/ 2

4x+2

no si 1no si

Suponiendo x = 0 en (a): >0isilY Solucion:(-5,-3) U [-¥5,8)
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1.4. EL VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de unnimeroa, denot ada c atn, eds sl2anbdilsotanci a
a 0 en la recta numérica real. Las distancias siempre son positivas o 0, asi que tenemos.
ta t> 0 para todo numero a

Por ejemplo:
£E3t = 3t = 3 JA1EQR1= O k337 t

En general, tenemos

lal=a sia>0 | (3)
lal=-a sia<0

(Recuerde que si a es negativo, entonces i a es positivo).
Recuerdequeelsimbolo\fsi gnifica fAla ra2z cuaf+.aiddca posi t
5 . 2 . . .
que s2=rys > 0. Por lo tanto, la ecuacion ~/A" = a no es siempre cierta; sélo lo es cuando

. . [~2 . -
a>0.Sia<0, entoncesia>0, porloque /A = -a.De la ecuacion (3), se infiere entonces

la ecuacion.

JZ =1ar |@

La cual es valida para todos los valores de a.Resumiendo:

VG =lf@)|= [+10sifx=0

- 1(x), si f(x) < 0

1.4.1. PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

Supongamos que en fAao eywlers Thal ecmunBmar ¢ys qmu e

Entonces:
a

b

-4
b

ataca

Por lo general es muy Gtil emplear las proposiciones siguientes para resolver ecuaciones o

Llab=lab 22=3p o

3.‘an\:\aq” 4.-

desigualdades que incluyen valores absolutos;

10
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519 =900 (¥ ="g(x)

cte. o variable; Y g(x)>0

6/f(9/¢9(x U 1909 ¢ F(Q¢9()
%

\ Interseccion.
092 009U T097 gUT( ¢- 909

Unién

Desigualdad triangular Y \a + b‘ ¢ \a\ + ‘b‘

Demostracion: - d ¢ac ‘aJ y - b‘ ¢bhb¢ ‘b‘ (Propiedad 4)
Y -(ad+b)¢a+b¢ a+b (diin)
Y -(d+b)ca+be(d+b)U la+b ¢la+p Propiedade

Nota: cuando se tiene ‘ f (X)‘ ¢ \g(x)\ Y ‘ f (X)‘ ¢1

g(x)
¢1 (Propiedad 2), luego se aplica propiedad 6

v [T
g(x)

2

M 21VY f(X)
9(x) 9(x)

Cuando se tiene ‘f(X)‘ 2 \g(x)\ Y 1 (propiedad 2), luego se

aplica propiedad 7

Ejemplo 18. Resolver ‘2x+a =_3

Solucién: no hay solucion.

Ejemplo 19. Resolver ‘2x+5 =3
2x+5=3Y x=-1
Solucién: ‘2x+a =3U 2x+5=-3Y x=-4

11
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Eiemplo 20. Resolver ‘3)(- 3 =2x- 5

Solucién: 2xi 5>0Y x>5/2

-0 e [, o0

5i2
La solucion debe quedar /‘
Dentro de este intervalo.

‘3;{—3‘ =2x—5<>)3x-3=2x-5 —> x=-2 }
3x-3=-2x+5—>x =8/5
No satisfacen: no estan dentro del intervalo x >5/2 Y No hay solucion.

Ejiemplo 21. Resolver ‘3)(- 3 =2x+5

Solucién: 2x+5>0Y x>-5/2

|3x—3|:2x+5<:> 3x-3=2x+5 —»x=8
IX-3=-2Xx-5=x=-2/5

Satisfacen el intervalo x>-5/2

Ejemplo 22. Resolver ‘X— 3 ¢2
Solucion: [x- 3¢2U -2¢ x-3¢2Y -2+3¢ x- 3+3¢2+3

Y 1¢ x ¢ 5Solucién: x| [1,5]

Ejemplo 23. Resolver x+2>3

smMmW‘x+a>3U X+2>3Ux+2<-3

x>1Ux<-5
HHH——H - Solucien: X € (—0,—5)U (1. =0)
- 00 -5 1 o0

2X- 3
+ 2

25

Ejemplo 24. Resolver

12
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Solucién: 2X'325U 2X'325 0 2X_?’¢-5
X+2 X+2 X+2
Y 2x-3_52 0y 2X- 3- 5x-102 o o 2X_3+5¢OY 2x-3+5x+10¢o
X+ 2 X+ 2 X+2 X+2
: ]3#’, =-13/3 f_,x=-1
3y — . Tx+7
——— " >0 (a) 6 <0 (b)
¥+ 2 ¥ +2
X =-2 X =-2
no si no no si no
«—HHHHHH———— U I ———
ey -1303 -2 = -ac -2 -1 =

Supongamos: x=0en(@) - ~>0no; x=0en(b) - *<0 jnol.
+ +

— A Solucién: x = [—E,—Z}U(—E,—]}
3
-0 1373 -2 -1 oo
Ejemplo 25. - 3¢‘X+4
3
Solucién: [x- 3¢ |x+4Y x- 3¢1Y X ¢1Y 1¢X 3¢1Y 1¢
xX+4 X+4
(D X- 3¢1Y 0¢L3+1wx- 3_ 1¢0
X+ 4 X+4 X+4
X=-1/2
2+l (@ A\ -7 ., ®
X +4 x+4
\x:-f—l x=-4
S no S no Si
5 T E— 111111
_ob 4 1/2 of ol -4 ol
Supongamos: x =0en (a) _ izo si; x=0en(b) _ -—¢O si.
+ +

13

x-3
X+4
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AW Dooooo0oo0s. Solucién; x€[-1/2, 00)

o0 4 A2 a0

Ejemplo 26. Resolver \X\ 2 \X- ﬂ

X . .
Solucion: H 2 X219 X 21U X ¢-1
x-1 x-1 x-1 x-1
X 120U X +1¢0
X- X-
x=1/2
1 L, @ V 20-1_. (b)
x—1 ‘f—]\
\* ®=1 x=1
no ] no ] no
it U Ry
- oD 1 o0 -o0 s 1 o0
Supongamos: x=0en (a) _ iz Q no; x=0en (b) " ¢o ino!

Solucién: xI [1/2,@) Nota: En la desigualdad original x =1 satisface

Ejemplo 27. Resolver \2x+:{ 2 x-3
Soluci6n: [2x+32 x- 3U 2x+32 x- 3U2x+3¢-x+3
x=—6 v 3x=0

BN SVAYAVA¥a TS xz—6 v x=0

-00 -6 0 oo

Solucién: xI R

Ejiemplo 28. Describir y dibujar las regiones dadas por los siguientes conjuntos:
@{x y)x=0};  (b){x, v)ly=1} (c){(x,y)1yl<1}

Solucién:

(a). Los puntos cuyas abscisas son 0 0 positivas se encuentran en el eje Y o la derecha de

él. Figura a.

14
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(b). El conjunto de puntos cuyas ordenadas es igual a 1 es una recta horizontal situada una
unidad arriba del eje X. Figura b.

(c). Recuerde que lyl<1siysolosiil<y<l.

La regién dada esta formada por los puntos del plano cuyas ordenadas estan entre 11y 1.
Por lo tanto, la region consta de todos los puntos comprendidos entre (pero no en) las rectas
horizontales

Y =1yY =-1. (Estas rectas se muestran con trazo interrumpido en la figura c. Para indicar

gue los puntos pertenecientes a ellas no forman parte del conjunto).

] \
ty 1y 1Y
D | |
| x=0 2] _
A y=1
L U S S S A lyl<1
X 1 J: X
. . L - - - - - 3 2 1 0 1 2 3
-4 -2 bjo ;2 ;4 :ﬁ :II ;lD
= IO S S S G X el
3 : : : 3 1 0 1 2 —
400 B
o] ;
1 i i 1 ' - —

1.5. EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1 a 6 reescriba cada expresion sin emplear el simbolo de valor absoluto.

1. 5- 23 R/18 2.-p RIpP 3. ‘ﬁ- 5‘ R/ 5- ./5

4. |x- 2six<2 R/ 2ix 5. |x+1 R/ [x+1=] x+lparax>-1
-XT1lparax<-1

6. ‘xz +ﬂ RIX2+ 1

Resuelva las siguientes desigualdades dadas en los ejercicios 7 al 23 en términos de
intervalos e ilustre los conjuntos solucidén en la recta numérica real.

7. 2x+7>3 R/(-208) 81-x¢2 R/ [- L,=)
9. 2x+1<5x-8 R/ (3,0) 10. - 1<2x- 5<7 R/ (2,6)
.0¢1- / . /
11.0¢1- x<1 R/ (0]] 12.4x<2x+1¢3x+2 R [L%)
13.1- X2 3- 2X2 X- 6 R/[23] 14 (x- 1)(x- 2)>0R/(- 5,18 (2 n)
15.2x% + x ¢ 1R/ [- 1,1/2] 16.x2+x+1>0 R/ (-@,a)

17. x2<3R/ (- 3.3) 18X -X"¢0 R/(- o 1]

15
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19. X>>X R/(-10)8(Ls) 20.1., R/ (-5,0)8(1/4,0)

X
21. i<x RI(- 2,0)8 (2,2) 22, 2Xx_+51<3 R (- a,5)8 (16,a)
2
23 X' -1, 0 R (-=,-18[1=)
X% +1

24. Larelacion entre las escalas de temperatura Celsius y Fahrenheit esta dada por C = 5/9
(F 7 32), en donde C es la temperatura en grados Celsius (o centigrados) y F es la
temperatura en grados Fahrenheit. ¢ Qué intervalo de la escala Celsius corresponde a la

gama de temperatura 50¢ F ¢ 952
R/ 10¢C ¢35

25. Cuando el aire seco se desplaza hacia arriba se dilata y se enfria a razon de
aproximadamente 1 °C por cada 100 m de elevacion hasta aproxim. 12 Km.

a. Si la temperatura a nivel del suelo es 20 °C, obtenga una férmula para la temperatura
correspondiente a la altura h.R/ T=2071 10h.0¢C h¢ 12

b. ¢, Qué gama de valores de la temperatura se puede esperar si un avion despega y alcanza

una altura maxima de 5 km? R/ - 30°C ¢ T ¢ 20°C

Resuelva la ecuacion dada para determinar x en cada uno de los ejercicios:

26.2X =3 R/ o 3 27.|x+3 =[2x+1 R/2,_ﬂ

2 3

Resuelva cada una de las desigualdades dadas en los ejercicios 28 al 34.
28.\)(\ <3 R/(-33 29./x- 4 <1 R/ (35)

30.|x+522 R (-2.-7]8[-38) 3Lpx.3¢04 R [1317]

32.1¢[x¢4 RI[- 4-18[14] 33, \X\>\X':q Rigl g
c2' =
X
. /(-
34 iy <1l R/ (-1ga)

En los ejercicios dibuje la regién dada en el plano XY.

35. {(x, y)/x<0} 36. {(x, y)/ xy ¢ G} 37.{(xy)/ [ ¢ 2}
38. {(x,y)/0Cy¢t4yxet2  39{xy)/1+x¢ycli- 2x}

16
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Respuestas/39. 36. Ay

" 7

F 3
Y
37. Ay 38. y=4
17 /
x=2
-2 /F/-/UI/Z __3( / ;
v > X
1
1
¥=-2
39. s 4]

[
|

Ve
—7/N\_ ,«x

U " .
j/y=1+ky=1—2x Tz o 2

]

|
[
|
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CAPITULO II: RELACIONES Y FUNCIONES

OBJETIVOS

Representar graficamente informacion dada mediante una tabla de valores.
Representar graficamente una funcién a partir de una expresién analitica sencilla.
Determinar el dominio y rango de funciones reales.

Dada la gréfica de una relacion , establecer si la relacion es funcional.

[T e B e S o S o

Dadas dos funciones, hallar la funcion suma, la funcion producto, la funcién cociente y la

funcién compuesta.

0 Incorporar al lenguaje y modos de argumentacion habituales las distintas formas de
expresion matematica: grafica, l6gica, algebraica, con el fin de comunicarse de manera
precisa y rigurosa.

U Utilizar técnicas para obtener datos sobre situaciones problema variados y representar
dicha informacion en forma gréafica y numérica y formarse juicios sobre la misma.

U Desarrollar en el estudiantes capacidad de diferenciar representaciones gréficas de las

funciones y los fenbmenos sociales.

DIAGNOSTICO
Grafique las siguientes ecuaciones: a) ¥ =- ;X+3
by 2Xx- 3y+6=0
) 4x+3=0
qg Sy-3=0
e 3X° +2x- 3y+5=0
f 3x°+3y” +12x- 18y =- 27
g) 9X°+4y®-18x+16y-11=0
hy 9x° - 4y® - 18x- 16y- 43=0

18
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2.1. FUNCIONES

El concepto de funcién es una de las ideas fundamentales en matematicas. Casi cualquier

estudio que se refiera a la aplicacion de las mateméticas a problemas practicos o que
requiera el andlisis de datos empiricos emplea este concepto matematico.

Una funcién expresa la idea de que una cantidad depende o esta determinada por otra. Los
ejemplos siguientes aclaran ésta idea:

1. El &rea de un circulo depende de la longitud de su radio. Si se conoce la longitud de su
radio, podemos determinar el area.
, A= pR?
Y A=f(R).

2. El costo unitario de producir cualquier articulo, depende del niamero de articulos

producidos. Y Cu = f(x).

3. Las prestaciones otorgadas por el sistema de seguridad social de un pais, depende de
su tasa de desempleo.
El poder adquisitivo de la moneda depende del indice del costo de la vida.

U=I-C |[: Utilidad = Ingreso i Costos.

Pero si Aixo es el n¥mero de art2culos que prc
dependen de fixo0, o sea que | es funci- -n de fAXx
de Ags®a gQoue C es funci-n de Ax0 (C=h(x)); ent

de fAx0; esiCYeUdFgxi hk),¥ UETX).
https://www.youtube.com/watch?v=wcaknwklVhM

2.2. DEFINICION DE FUNCION

Sean X y Y dos conjuntos no vacios. Una funcion de X en Y denotada por:

f- X- Y es una regla que se asigna a cada elemento xi X una Unica yi Y (cuando cada

elemento del conjunto de partida tiene una imagen y so6lo una).

De esta definicion podemos concluir que las condiciones impuestas a una funcion debe

ampliarlas sélo al conjunto X (conjunto de partida); es decir:

V En X no puede sobrar elementos. Todos tienen que estar relacionados con algun
elemento del conjunto Y.

V Cada elemento del conjunto X solo puede relacionarse con uno y sélo uno de Y.

V ifyd es imagen de fAxo

Dominio: Son los elementos del conjunto de salida que estan relacionados.

Rango:Son | os el ementos del conjunto de |l egada ¢

Codominio: El codominio de una funcion son todos los elementos del conjunto de llegada,

asi estén o no estén relacionados con algun elemento del conjunto de partida.

19
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Ejemplo 1.
R R f
H/~m mr~m m+~=
" " "
1 1 1
\\* Y\_‘ 7 \\*
2 » 6 2 \\\ 2 > 6
8
3 , 3\55‘ . 3 — 7
=
4~ 4 —| | 42|
L
[, 10 , 8
5 ——» 8 5 — | 5
5 1 11
— — " " — —

No Funcién No Funcion Funcién

(A30 nimagén) ene(A10 tiene dos i mM8genes)

2.3. ELEMENTOS DE UNA FUNCION

2.3.1. DOMINIOQ. El dominio de una funcién son todos los elementos del conjunto de partida

gue estan relacionados con los elementos del conjunto de llegada (B). O sea que el

dominio de una funcién es todo el conjunto A.
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2.3.2. CODOMINIOQ. El codominio de una funcion son todos los elementos del conjunto de

llegada (B) asi estén o no estén relacionados con algin elemento del conjunto de
partida (A).

2.3.3. RANGO. EIl rango o conjunto imagen de una funcién es el conjunto formado por

aquellos elementos de (B) que estén relacionados al menos con un elemento del

conjunto A.

2.4. TIPOS DE FUNCIONES

2.4.1. FUNCIONES INYECTIVAS. Una funcién es inyectivao i u n 0  asi ysaloosocada
elemento del Rango es imagen de un solo elemento del Dominio.
Ejemplo 2.

J>
w
J>

4__}2 1—] >47
~

B 377
7 i’s P P

6 5

_—— —

-_— . — ]
Inyectiva No Inyectiva

2.4.2. FUNCIONES SOBREYECTIVAS.Una f unci -n es sobreyectiva o

si todo elemento de B es imagen de por lo menos un elemento de A, o sea, el Rango es igual

al Codominio.
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Ejemplo 3. A f B A f B
e T
h\\:l
1 1 0
4 2 A 1
3///‘ T
y3 37 2
s
4 3
5
Sobreyectiva no sobreyectiva

2.4.3. FUNCIONES BIYECTIVAS. Una funcion es Biyectiva si y solo si es a la vez inyectiva

y sobreyectiva.

Ejemplo 4.

AN
)
7

\3 3 2
3
4 4 3
T — " T

Biyectiva No Biyectiva

Ejemplo 5: En los siguientes ejercicios hallar dominio y rango; cuales son funciones o
relaciones; si son funciones, que tipo de funciones:

Soluciones:

ARel aci -no, porque Al
tiene imagen.
) D ={a,c,d,e}

R={g.i.}
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23

ARel aci - no,
tiene dos imagenes.

D ={a,b,c,d,e}

R ={f,g,h,i,j,k}

Funci -n fiiny
D={a,cdb} =A
R ={f.eh,j}

Funci -n Asob
D={ab,cde} =A

R={fgh,} =B

Funci - n fAbiye
D={ab,cd} =A
R={efqgh} =B

porque
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f) )
Funcién
> D={ab,cd} =A
R ={e,q,i}
J

https://www.youtube.com/watch?v=YONLFc2JAIA

2.5. OTROS TIPOS DE FUNCIONES

2.5.1. FUNCION INVERSA. Si la funcion f: A- B es biyectiva, entonces definiremos su

funcion inversa f 1: B- A de la siguiente manera: Para todo i yea B existe solamente un
fi X @&, tal que f* (y) = x. Para que una funcion tenga inversa, debe ser biyectiva

Ejemplo 6.

1 0 0 1

AN 1\/2
4/ N3 j/iqi

—t

(%)
]
v
(]

v

Biyectiva Inversa

2.5.2. FUNCION PAR. Se dice que una funcion es par si al cambiar la fkop o exq l&

funciéon no cambia; esdecir,e s si m®t r i ¢ a c o n f(-x)=f(g) fMirar pag. 248)

Para que una funcion sea par, basta con que todos los exponentes de "X" sean pares.

Elemplo 7.Sea™®» « ¢w xw Y cambiamos x por i x; nos va quedando
MO ® ¢ 0 X ® YPorlotanto™@ @ ¢ xw yhLa funcion no cambio,

luego es par)

24
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2.5.3. FUNCION IMPAR. Se dice que unafuncion esimpars i al c adnbp-md § af yi&x
p o ry 0la funcion no cambia; o lo que es lo mismo, f(-x)=-f(x); es decir, es simétrica con

respecto al origen. (Mirar pag. 248)
Para que una funcién sea impar, debe cumplir una condicion necesaria, mas no suficiente, y es

gue todos los exponentes de "X" sean impares.

Ejemplo 8. A.Sea Qw ® ¢w Xxw Y ¢Serdimpar?

Veamos: o ¢ @ X ® UYlEELEDDMOQQAVERE cw X0 U
Multiplico por -1: &0 ¢ X @ Y (Lafuncién cambio, luego no es impar)
B.Sea Qw ® 1t® ¢ ¢Seraimpar?

Veamos: & T ®° ¢ OMEEHIBHOQQAbEMETSS ¥
Multiplico por-1: & t® ¢ Y (Lafuncién no cambio, luego es impar)

https://www.youtube.com/watch?v=XRLR9iBRTps

24 I
N_“
| (x1,y1)
14
[s]

Criterio de la Recta Vertical

R
X ———
Y

~_|

Toda vertical me debe cortar la grafica s6lo en un punto como maximo para que sea funcion.

Criterio de la Recta Horizontal: Si al

trazar una horizontal me corta la curva en

dos partes 6 mas, la funcion (si es funcion),

no sera inyectiva. Lyl b2 v |

»®
=
»
N
o
>
2]
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Ejemplo: Estas graficas seran ¢Funcion o Relaciéon?

N

31:'13'51, 1
3 (z1,91) D l

Relacion

Pz(mzy yl)

P.':‘.(I37 yl)

Py(z1,91)

Funcién

Eiemplo 9. Decir cuales son funciones 6 relaciones, y que tipo de funciones; y decir cual es

el dominio y cual el rango.

Tener en cuenta para este ejercicio la siguiente condicion:

xI X1 /R- yi/R

y = ¥(x)

Conjunto de partida dado graficamente.

a)

Ayo es una f ul

D={x/x¢0C x2 1}
R={y/y2 1

b)

Asintota Horizontal

Funcién Inyectiva

1.
1}

X 5

y |

D={x:
R ={y:
https://www.google.com.co/searc

h?g=asintotas+de+una+funcion+
matematica&ogq=As%C3%ADntot

as+en+una+funci%C3%B3n+mat
ematica&aqgs=chrome.1.69i57j0.1
4861j0j7&sourceid=chrome&ie=U
TE-8

x=1.5

Asintota vertical
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c)
Ay no es fi&nc
D={x:x20}
R={yl R}
d)
AYeBuna funad -t
; ; D={xI R}
] ; R={y:y?2}
e)
Funcién biyectiva
D={xIl R}
R={yl R}
f)

fiyf no es XAun.
D={x:x2-3}
R={y:yl R}

27
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9)
o
2] /
h)
8
.,
/\2
0
i)
N
0.3)
]
(3,0) 5 6.0
1 PR S
2]
0. 9)
o]
e
)

44
——023)
|, :
3.1 : :
- 1
1 1
! L '
4 1 3 o T T T
T ®
! (2, -1)

https://www.youtube.com/watch?v=171iXAKfGIY

Funcién
D={xi R}
R={y:y2? -1}

Funci -n fnSot

D={xi R}
R={yl R}

fiyo nNo €es una
D={x:-3¢x¢ 3}
R={y:-3¢y¢3}

funcion
D={xl Rix, -1}

R=yl (-=,-2)U[-1,-1] U[1, 3]
U4, o)

http://www.youtube.com/watch?v=13CrhVINhzs&feature=related
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https://www.youtube.com/watch?v=blt68aRzGxo&feature=fvwp&NR=1

2.5.4. LA FUNCION POLINOMICA.

f(z) = anz” + ap— 2" 4o 4 asr? + a1z + ag

donde fnoes un entero no negativo y los coeficientes ai, i =0, 1, . . ., n son nUmeros reales.

grado 5
flx) = 3x" —4x — 3x + 8
oeficiente principal tErmino constante

es una funcién polinomial de grado 5.
Los polinomios de grados n = 0, n = 1, n = 2 y n = 3 son, respectivamente,

flx) = a, funcion constante,
flx) =ax + b, funcion lineal,
Jlx) = ax’ + bx + ¢, funcion cuadratica,
f(x) = ax’ + bx* + cx + d, funcion cabica.

La funcion constante f(x) = 0 se denomina polinomio cero.

Calculo de una Variable. Zill Ed. 4ta

Ya sabemos que cada una de las expresiones siguientes es un polinomio en la variable x:
1 a3+7x4T 33 +2x1 1

T 8xi 7

1 6x2+9

1 3/5x3+2x%i 3
1 87

A cada uno de estos polinomios le podremos asignar una funcién:
f: Re —» Re. Cada una de estas funciones se denomina funcién Polinémica, y cada una de
ellas puede identificarse por el exponente maximo o grado que contenga la variable, asi:
1 4x5+7x*1 3x%+2x71 1 (Quinto Grado)
1 8xi 7 (Primer Grado o Lineal)
1 6x%+ 9 (Segundo Grado o Cuadratica)
1 3/5x3+ 2x27 3 (Tercer Grado o Cubica)
1 8/7 (Grado Cero o Constante)
La forma de la grafica de una funcién lineal es una linea recta y de una funcién cuadratica

es una parabola.
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2.5.5. FUNCIONES RACIONALES. Una funcién racional es aquella que podemos

representar como el cociente de dos funciones polinémicas

Eiemplo 10. : N " ;

linomio “/x <—noes un polinomio

1.‘ —_—
= i)
=1

V=—5 2, YV=———>-—- V= — Porlotanto no es funcién racional
X+ 5 x+ 3 X

linomio

Calculo de una Variable. Zill Ed. 4ta

2.5.6. FUNCIONES
SEGMENTADAS O POR
TRAMOS. En la mayoria de los

casos las graficas de las funciones

/

son curvas ininterrumpidas. Sin /
[u]

(&
w-
&

embago, la grafica de una funcién P o 7

Nno es necesariamente una curva 14

de este estilo. La grafica de

una funcién puede consistir de un namero finito de partes desconectadas.

Estas funciones se denominan FUNCIONES SEGMENTADAS O POR TRAMOS.
_ &2 si xi(-9Y
Ejemplo 11. f() = X2, si -1¢x<2

box, si 2¢x

2.6. ALGEBRA DE FUNCIONES

Dadas dos funciones f y g cualquiera:

P LaSumadefy g, denotada f + g, es la funcién definida por:

(f+9)(x) =f(x) + g(x)
P LaRestadefy g, denotadaf - g, es la funcién definida por:

(f-9)(x) =f(x) - g(x)

P El producto de f y g, denotada f.g, es la funcién definida por:

(f.9)(%) =f(x).9(x)
P La Division de fy g, denotada f / g, es la funcién definida por:

(f/9)x) =1(x) / 9(x)
30
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Dominio de una combinacién aritmética. Al combinar dos funciones aritméticamente es

necesario que ambas fy g estén definidas en el mismo nimero x. Por tanto, el dominio de
las funciones f + g, fi g y f.g es el conjunto de niUmeros reales que son comunes a ambos
dominios; es decir, el dominio es la interseccién del dominio de f con el dominio de g. En el
caso del cociente f.g, el dominio también es la interseccion de los dos dominios, pero también
es necesario excluir cualquier valor de x para el que el denominador g(x) sea cero. En otras

palabras, si el dominio de f es el conjunto X; y el dominio de g es el conjunto X», entonces el

dominio de

f+ g f-gyfges X;MN X, yel dominio de f/ g es {x|x € X; N X,, g(x) # 0}.

2.7. LA FUNCION COMPUESTA. Sitenemos las funciones f: A- By g: B- C, denominamos
la FUNCION COMPUESTA defy g a lafuncion: g of: A- C, definida por:

(g 0 )(x) = g[f(x)].

Eiemplo 12. Para cada uno de los pares de funciones que se muestra a continuacion,
hallar: ("Q¢ )@, (Q€ J(Q), ('QE)NQ y ('Q€ )@).
A f(@=Ind y g(@)="C¥

C.fd=—y g(=—
E. f(@=tands y g(6)= N®

Solucién D:
(QE)®="QQw
(QE)@="Q" Qw
("Qe)(D="QQw
Q¢ @="QQw
Solucién F:

(Q8)@®="QQw

Q¢ )@= "Q"Qw
Q&) B="Q'Qd
Q¢ @)= "QQd

B.f(0=05 y g(0)=-—=

o

D.f(0=0T9 y g(0=Ww v

31

F.f(=— yg(@d=—
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@p
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Ejemplo _13. Cada una de las funciones que se dan a continuacion son funciones
compuestas. Encontrar las funciones que las componen y comprobar que la composicion de
dichas funciones es la funcion compuesta dada.

A Fy= o o B. G()=pg *

C.T()= Vg D. |F < < <

E.HG= V¥ <F- F.P(O=-m = |« < <

Solucion 4.

A e ven | o o e n K-k Kl B .
Ve e

Ble wnle n Nk M- N - m’
C.lo o N I ° Y lle ln Io ll ) IV.- e Vg o
D.J] « 4 | « <« «N Bl«< H]l « -« <

<« <

Ele vabetnele o 0 E-k Ele N
"m¥ <F-

FR<« mc] « N ] <« «n R« Il « <

mo e < <

Ejemplo 13.1. Sea f(x) = x? + 3, g(x) = x + 1. Calcular (f+g)(x), (fi g)(x), (f.9)(x), (f/g)(x),

(gof)(x), (fog)(x), (fof)(x), (gog)(x).

P (f+g)(X)=(x*+3)+(x+1) =x>+x+4

P (fig)X)=(x?+3)-(x+1) =x?>-x+2

P (fg)X)=(x+3)(x+1) =x®+x2+3x + 3

P (flg)(x)= (x* + 3) /(x + 1)

P (goN)(x)=9g(f(x)) =g((x* +3)) = (x*+3) + 1 =x*+4

P (fog)(x)=f(g(x)) = f(x + 1)) = (x+1)%+3 = x*+2x+1+3 = x*+2x+4

P (fof)(x)= f(f(x)) = f(x? + 3) = (X?+3)?+3 = x*+6x%+9+3 = x*+6x2+12

P (909)(X)= 9(9(x)) = g(x+1) = x+1+1 = x+2

Ejemplo 13.2. a.Sea™Q® wh Q&  VMa Calcular (f+g)(x), (fi 9)(x), (F.g)(X), (/g)(x)
b.Sea™Qw ® Th "Q® W& Calcular (f+g)(x), (fi g)(x), (F.9)(X), (f/g)(x)

https://lwww.youtube.com/watch?v={P1mSfUgpxw&list=PL9SnRnIzoyX05s|BvbujQW]|

RFEILUOuUVxb&index=2
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https:/www.youtube.com/watch?v=Qw9GTgSy_94&list=PLISNRnIzoyX05s|BvbujQWj
RFE|LUOuVxb&index=4

https://www.youtube.com/watch?v=XeluJDX1cZ0O&list=PL9SnRnlzoyX05siBvbujOWj
RFILUOuVxb&index=6

Ejemplo 13.3. Dada la funcién ¥ (x) = x? - 4x + 7, evaluar: a) ¥ (3a), b) ¥ (b-1),

B f(x+t§- f(x)

Solucién:
a. ¥3a)=(3a)’1 4(3a)+7=09a%i 12a+7
b. ¥(bi 1)=(b7 1)2i 4(bi 1)+7 =b2i2b+17 4b+4 +7 =b2i 6b + 12

(Do 100 (XFDYZ- Ax+DX)+7- (x* - 4x+7)
Dx B Dx
X2 +2X.DXx +DX? - 4X - 4DX +7 - X% +4x - 7)
- Dx
DX(2x + Dx - 4)
- Dx

= 2x+ Dx-4

2.8. DOMINIO DE UNA FUNCION. Recordemos: Dominio- son los valores que pueden

tomarlaf x O . S iy = f(xg debemosdener en cuenta las siguientes limitantes:

1¥x) =" g(x) 'Y gx)20;Ano
h(x)

2.¥(x) ~ @

Yg(x) |1 o0

3.¥x)=logrg(x); Y g(x)>0

4 ¥(x) = funcion trigonométrica.

Ejemplo 14. Hallar el Dominio en:
1. y=f(x)=x*+5x-3

2. y=Vx*- 2x

3. f(x) =8 - 13 +36x
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a. y=In(x*-9)
5 y= X+2
' x* +2x- 15

6. y=Ux- 73 +2x-1

7. y=tanXx

8. y=cod
Soluciones:

1. D={xi A}

ya que esta funcibn no esta dentro de ninguna de las cuatro

limitantes mostrados en el cuadro anterior.

2. Esta funcién tiene el limitante 1; por %2 - 2x2 (- X(X— 2)2 0 (a)
lo tanto, la cantidad subradical la hago ® ®

mayor o igual a cero: =0 x=2
Cologuemos las raices x=0 y x=2 en la

recta real y observamos que hay tres @ 0 - Z a
intervalos. Analicemos el intervalo de la ¢ i i g
mitad; o cualquier otro y supongamos un |

valor dentro de ese intervalo. Supongamos -t 0 - 2 a
x=1y reemplacemaos en (a): S P

(+)(-)2 0 nosatisface Y D=xi (- a,0/¢[2 a)

3. fF(X) =% - 13 +36x

x°-13x3+36x2 0Y x(x*-13x*+36)2 0Y Xx(x*- 9)(x*- 420
Y X (x- 3(x+3(x- 2)(x+2)2 0 (a)
X= 3 2

X=3 X=- X=2 X=-
Supongamos x=1en @): (+) ) (+) (-) (x)2 0 na
No Si no Si no Si
—00 e A e e A A G0
-3 -2 o = 2 3
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Dominio: x | -3,[12]U[0,2]U[3, D)

x*-9>0- (x+3)(x-3)>0 (a)
4. Esta funcion tiene el limitante 3; por ® ®
lo tanto, la cantidad del logaritmo la Xx=-3 x=3
hago mayor que cero:
Coloquemos las raices x=-3 y x=3 en

la recta real y observamos que hay

tres intervalos. Analicemos el intervalo

de la mitad y supongamos un valor =% WHHH——HHIIIIN
dentro de ese intervalo. Supongamos

x=0y reemplacemos en (a):

(+)(-)>0 nosatisface Y D=xi (-a,-3)C(3a)

5. Esta funcién tiene el limitante x2+2x-15 0- (X+5)(X— 3) 0
2; por lo tanto, el denominador ® ®
tiene que ser diferente de cero. Xx -5 x 3
Y D={xi A/x, -53
6.D={xI A};

' Ya que esta funcion no esta dentro de ninguna de los

Cuatro limitantes mostradas en el cuadro anterior.

n(x) E

Observamos gue hay asintotas
verticales, o sea rectas a las cuales la

curva se les acerca muchisimo, pero

sin jamas tocarlas. En dichas rectas
verticales el dominio no existe.
D={xi A/x, °pl2°3p/2.}
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Observamos que la funcién no tiene interrupciones; por lo tanto, D :{t | A}

https://www.youtube.com/watch?v=fSNn8HV8090

2.9. DOMINIO, GRAFICA Y RANGO DE UNA FUNCION, Y FUNCIONES POR TRAMOS

Ejemplo 15. Hallar los ceros (reales) de la funcion: f(x) = x3 — x
Solucion: 0=x*—-x=0=x(x2=1)=0=x(x—1) (x+1)

x=0 x=1 x=-1

2.9.1. ALGUNOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRIA ANALITICA

Nota: Recordemos algunos conceptos fundamentales de la Geometria Analitica que

son importantes para graficar algunas funciones:

La funcidn lineal a) by, b) wv=b

y=mx+b

m: pendiente (Inclinacion)

Ay ax (0, b)
m=—

Ax / 9,5

b: Intercepto con “y” )

La funcion cuadratica:

y=axZ+bx+c (az0)
\ / v (Virtice)
+ [ H
\ x %1, xz,0)

i i ES
111\ (x2, 0) Eje de sifpetria
/ # T # \
Eje de simetria
Concava hacia arriba. a=0

Concava hacia abajo. a<0
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La funcion semicircunferencia: a) y = 4+VRZ — 2 b) y = —VR? —x?2

circunferencia con centro en el origen

del plano cartesiano — x* +y? = R? y

Y I - y\_ cio,0)
I|l I|I 1
cin, 0y x '\. ,."[ x
—]— N
p .

= y2=R2—x? — y=+JRZ —x2 funcion

semicircunferencia

La funcion semihipérbola:

hipérbola con centre en el origen a) y=+VxZ —a? b) y=—ViZ —a?
2

del plano cartesiano — x? —y? =a?

j funcion
= _1,12 =22 _a? y=+4/x2 —a?
semihipérbola

Eiemplo 16: Grafique las siguientes ecuaciones: W ® p @

O W on do VMo onN Qo o pNn

Q w Mo ch) Qw Voo o @ Halle el dominio y halle el rango

Soluciones:
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$ ov  Hh pTYphb

2 UV Wi

Q w
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20-18-16-14-12-10 -8 -4 -2 |02 4 8 10 12 14 16 18 20

o = N W e ;N

-7 6 -5 -4 -3 -2 -1 (01 2 3 4 5 6 7

$ @8 Hh v TYulb
2 Uv mhb

https://www.youtube.com/watch?v=J0Ixrvgd6kM

2.9.2. EJEMPLOS

Ejemplo 17. Encuentre, de ser posible, las intersecciones con los ejes fxoy fyo de las

funciones dadas.

a) f(x)=x>+2x—2 mﬂn=r_if_3

Ejemplo 18. Hallar dominio, graficar y halle el rango:

a. ¥x)=x-1

Solucién: xi 12 0Y x21Y D={x¢R/ x 01}

D LR )
1 y |02 |3 |

Rango- son | os valores que ¢

YR={y:y2 0}

[ R
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- 1
-+ [ 2
e/x-1, si x21
b. ()= _ S . .
- 1 vl

Solucion: x-1=0=x=1

D={x:xe/R}

R={yy=0}

R R R e

O o

.. ¥()=/25- x?
no Si no
Solucion: 25-x2>0 = (5‘— X) (5-\:)() >0 (a) ‘—fH‘H‘H—’

X=5 x=-5 -0 -5 5 oo

Supongamos: x=0 en (a) = (+)(+)=0

D= {x/- 5= x = 5}

R={y:0 <y <5}
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O simplemente sabiendo que la funcién

es ¥ (x) = /25 - X° , debemos captar

gue es una semicircunferencia con centro
en el origen y que R? = 25, por lo tanto
R=5

d. f(x)=Ix-2]|

+x-2) si x-2=0 =2 si x=2
Solucion:  f(x)=|x—2= {( ) | { |

—(x—2), si x—2<0 2—x, si x=2

D={x:xeR}

o
:

~<
oM
M
=D
=l
“-H"'\—\_
M

e. ¥(x)= Ix? - 4

Solucion: k2-4>0= (x-2)(x+2)=0 (a)

x:Z :_2
Supongamos: x=0 en(a)=(-)(+)=0 Si no si
HHHHA— >
(-)z0,jno! = _ 775 5
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X [-2 ]3[4 |2 |3 |4
Y [0 [22[35|0 [22]35

R={y/y2 0}

O simplemente sabiendo que la

funcion es  ¥x)=+X° - 4

debemos captar que es una
semihipérbola con centro en el
origen y que a2 = 4, por lo tanto a=2

2.9.3. CRITERIO DEL COEFICIENTE DOMINANTE

1. Graficas de funciones polinémicas de grado par

f)

T T
-10 \) 10

Suben hacia la izquierda y derecha

100 4

Bajan hacia la izquierda y derecha

2. Graficas de funciones polinémicas de grado impar.

504

-50 4

-100 4

100 4

-300 4

Suben a la derecha y baja a la izquierda

Suben a la izquierda y baja a la derecha
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2.9.4. MAS EJERCICIOS RESUELTOS

€ -4, si x<-2
Ejemplo 19. Hallar dominio, gréfica y rango. Yy :!| -1 si -2¢x¢2
b3 si 2<x
Solucién: 1
.---Q—
D={x:x?¢ R} 5] : (2,3)
:
o !
B 4 E o H 2 &
(-2, -1% ® 2.
1 21
]
R = {y y = -1, ‘4, 3} (_2, _4]'
— ) . i
Ejemplo 19.1. Un ganadero tiene 200 pies x x
de valla para cerrar dos corrales
y

rectangulares adyacentes (como se

muestra en la figura). Expresar el area A

T —
de | os cercados en i

200- 4x _
=y

Solucién: A=2xy (1), P=200=3y+4xY (2)

(2)en (1) A A= 2xa200 %8
2 .

Ejiemplo19.2. Hallar dominio, grafica y rango:

Solucién: D = {x: x ¢/R}

XV 3 \-4 [-1]0
Y 5 /12 [-3]-4]0 |5 |0
N

N
w
1
N

R = {yly O-4}
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Ejemplo 20. Hallar dominio, rango; y graficar y=

X2 +3x% +x+3

Solucion: W

/7N
X[ -3 \[-1]o][1]2]3
Y\ 10 /2 11]2]5]10
N
D={x:x#-3}
R={y:y=z1}

Ejiemplo 21. Hallar dominio, graficar y
rango en

X+3

=W P

Solucion:
- -5
L)
x+5, si x<-5 -0 -5 5
y= N25—x7. si —5<x<5 R ————>
-0 5
x—5, si S5<x Tl I
VRN N\
X-7(/-5\|[-5]-4]-3]0[3 5[5 \|7
Y[-2| 0 /][]0 |3 |4 |[5]4 o[ \lo /]2
v N

+—> =%

x+5 25— x*
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R={y:y¢/R} /

Como el segundo tramo es ¥(x) =

/25 - x* |y el dominio de este

tramo es U @ vhNes una
semicircunferencia con centro en el
origen y que R? = 25, por lo tanto R=5

(0, 5)

Ejemplo 22. En la siguiente relacion:

X2+ 4 six < -3
Encuentre dominio, grafique, y halle el f(x)= { = si—2 < x< 2
rango. 1 x-4, six =3
Solucion:
. <SR >
x?+4 six < -3 3
f(x)= N4 -x? | si—2 <x<2 < [N >
X—4, six =3 22
< HHIHH W]
3
x |-3 |-4 -5
y [13 |20 [29 .
X | -2 -1 0 |1 2
y |0 1.73 [2 [1.73]0 .
X |3 5 (3,13) @ ===
y | -1 1

Como el segundo tramo es ¥(x) =

[ 2 .
4- X |y el dominio de este tramo es

¢  c¢hes una semicircunferencia
con centro en el origen y que R? = 4, por

lo tanto R=2 r -\2 0)
il ’
Esunafuncion| R =i [-1,n) * (2.0 'D"'(:/_nﬁ

Eiemplo 23. En la siguiente relacion; encuentre el dominio, grafique, y halle el rango.
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y ‘D ‘4 ‘6.3‘0 ‘4‘6.3“9 “IO

D=X¢e(—el)uU3,x)

R =
Como el primer tramo es ¥X) =

y € [0, =)

f(x) = (m SiX=-3 u Xz3
14 si=3=x<1
_X+4, si x25
Solucion:
I » . 3 I
i vx? -9, siXs-3 u X23 L 11T} =
/(X)-‘l 4, si=3sx<1 "a -i l‘ ;,_
X+4 si x25 » 7 7y |
s 5 *
12 4
X ‘-3 5 |7 ‘3 ‘5‘7 HS‘G

[2 -
X" - 9y el dominio de este tramo es

W oww oles una semihiperbola
con centro en el origen y que a? = 9, por
lo tanto a=3

Eiemplo 24. En la siguiente relacion; encuentre dominio, grafique, y halle el rango.

x2
f(x)_ x3,
2X,
Solucién:
. X2  six<1 "
xX)= 3 -

X°, sl IX] <1 "

2X, six=z1

46
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'"4,21

j (1,1)
1
1

Solucion: [x|<1 < -1<x <1
=>D={x/xe /R}

x10-‘|-2-‘h-05 0 |05 |1)1]3

Y [1[0[1 [4 [-1]-0.125 [0 [0.125(1]2[6 T
N 0 2
 t— ;4>
R= ye(-1, «x)
e —

Eiemplo 25. En la siguiente relacién; encuentre dominio, grafique, y halle el rango.

o X2 sixs1
TE= %3 sifx| <1
2X, sixz1
Solucion:
X2 six=1 - : “‘3
TR= <3, sifx <1 % ¥
2}(, six =1 -1 1

Solucion: [x|<1 < -1<x <1
=>D={x/xe /R}

x [1]0]-1]-2 -‘h-D.S 0 |05 [1)13
Y |1/0]1 |4 -y-0.125 0 0.125\1/26

est8§8 |l imitado por el eje

Elemplo26.Un rect 8ngul o
y=\/25-X200mo muestra |l a figura.

i Xo.

Escribir el 8r e
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y y = /25 - x?
e
(x,y)

X

Solucion: A=2xy (1)

y=1/25- %% (2)en (1) - A = 2x/25 - X

Ejemplo 27. Hallar dominio, graficar, y hallar el rango

P
-4, si—4<x<-2U2<x<4
< 3x-2, si—2<x<2
—y= -x2-3, six=4
X2+ 2, 8ix<-4
—
Solucién:
- o0 -4 -2 2 4 o0
«* G T77777777) >
¥ 4,si—d<x=-2Uu2=x<4 -» -2 2 o0
3x-2, si—2=x=2 « T >
=y= -x2- 3, six=4 -0 4 a0
X2+ 2 six=-4 < | EELEEEEEFFEE L
o0 -4 oo
e e A e —
x +3 +2 -2 2 4 5 6 -4 -5 -6
+4
v 3% 22 o] -8 4] [19] 28| 39| [1s | 27] 38
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=0 -

D ={x[ /R}

(. 18)

R = ya, {19] (: [_ 8’ 4] U[181 0) ('—4, 3.4) c_‘=,:\ - P (4, 3.4)

Eiemplo 28. Hallar dominio, . . Se s vi o v
graficar, y hallar el rango Ve Y. o oo
A
y + (x+3), si Xx+320=>x=>-3
Solucion: X+3| = - (x+3), si Xx+3<0 =>x<-3
—  fx)= x+3,810<x<5
Vx —25x,si-5<x=<0ux=5

X Jo\ IV ]5 |4 |3 |-1 o |5 |6 7 |
Y 8] ]o Q |69 [49 [0 [0 |81 13 |
J

o/ Te) e
x+3 Ax? - 25 x

D=[-5D)

R=[0,=)
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2.10. LA LINEA RECTA. La recta es una sucesion infinita de puntos en el plano

cartesiano. Se genera a partir de la gréfica de una funcion lineal, la cual relaciona a dos

variables, una llamada independi ent e #Ax0 y | a otra |l amada de
dependiente a | a variable Ayo, porque su exist
Axo.

TIPS PARA LA LINEA RECTA

9 Para hallar la distancia entre dos puntos P1(X1, Y1) y P2(Xz, Y2) conocidos:

0pdc Q@ & ap G ap
1 Coordenadas del punto medio entre dos puntos P1(X1, Y1) y P2(Xz, Y2) conocidos:
g p r{m &p

c c

I Pendiente de un segmento entre P1(X1, Y1) y P2(Xz2, Y2), 0 de la recta que pasa por
ese par de puntos:

wg  ap
g Gp

(@}

a Ag

9 Para hallar la ecuacién de la recta que pasa por Pi(X1, Y))y ti ene pendiente

W wp aw w : a partir de ésta podemos llegar

a la ecuacién general de la linea recta:l| AX+BY +C=0 |;o0auna
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ecuacion de la forma Pendiente - v
intercepto:
PO, b)
v=mx+Db
N
1 Sidos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales: YOTTC - & Q

9 Sidos rectas son perpendiculares, el producto de sus pendientes es -1:

Yere - G & p

{ Tipos de ecuaciones de la linea recta

# > 90% pendiente negativa m(—)

\ X Ax+By+C=
y=mx+b

Y
y=b

(0, b) 0 = 0% pendiente cero m =0

0 < 90; pendiente positiva m(+)

e

- X

0 = 90"; | pendiente no existe m = 7

1 X

51
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9 Distancia de un punto Av
P1(X1, Y1) a la recta AX+BY+C=0

g °8® 08p O ,a;=:+a\A #P10<1, Y1)
N '
\\l—:{

Mo (0] 1

Eiemplo 29. Grafiguemos la funcion @ ow ¢

Solucion:Debemos escoger algunos n¥Yamer os que repres
obtener el valor de la variable y respectiva asi:

X |2 |1 |0 |1
y |[-8 |5 -2 |1

El proceso:

Parax=-2200 o0 ¢ ¢ ¢ C 1]
Parax=-1.w0 0 p ¢ o ¢ v
Parax=0:0 Oom ¢ T ( C
Parax=1:w op ¢ p

Nos genera las siguientes coordenadas
¢8 N phvnmh ¢ Netp

Luego los ubicamos en el plano cartesiano.

NOTA: Es importante que tengas en cuenta que para graficar una linea recta basta con
obtener dos puntos de ella y luego con una regla prolongarlos hasta el infinito.

Ejemplo 30. Grafiquemos la funcién @ -0 p

Solucibn:Debemos escoger dos nYmeros que represente
dos valores de fAyo, as?2;:
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x [0 [2

y |1 |0 N

El proceso: 2
Parax=0: w — T p T p p '

Parax=2:®w — ¢ p p p T

IS
%)
3}

Asi obtenemos las coordenadas

mip N g

I |m- |-HI- |m- |U|- |L- |m- |M- |_‘. o

Ejemplo 31. Calcular la distancia entre 0 clo wo ch o

Solucién: Ubicamos los puntos en el i
plano cartesiano. Renombramos los ]

puntos, es decir A= who yB= who |, 3 pri
entonces W= 2, W= 3; Xx= -2, Y2 =-3
Reemplazo en la férmula de distancia ]
entre dos puntos:

606 w 0 , o7 , L.
Nos queda '
D& o @ ¢ <

D& Nog po Mg 2
O &=7.2 distancia entre los dos puntos _

Ejiemplo 32. Hallemos las coordenadas del punto medio dado por clo & th ¢

Solucion: Nombramos los puntos & ¢o 6 th¢ w=2y w=3; ©=4yn=-2
¢ 10 G P
F—  pho
C C (S

Donde el punto del medio del segmento formado por AB es M= ph- ; podemos comprobar

queo O 0 6, analicemos

00 o - ¢ p = — o
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ouv —2723,9

Ahora

0 6 - C p T = - ¢ o
) —  w= — W= —= —
06 “_=39

Analizamos que son iguales las distancias por lo tanto M si es el punto medio.

Ejemplo 33. Hallemos la pendiente y el angulo de inclinacién de la recta que une los puntos
o) vlo 6 c¢h o8

Solucion: Reemplacemos en la formula de la pendiente y tenemos que & O y 6

® R , por lo tanto m= —— = ——=—=-0.85
Ahora para calcular el &ngulo de direccion tenemos O AT ——

OA1 — Despej a®db—, dnton c e s -4al6
Este angulo esta presentado en direccién negativa.
Este angulo esta presentado en forma negativa, su respectivo valor en forma positiva es —

pYTMT & — p oMW

Ejiemplo 34. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por ot y su pendiente es 2.
Solucién: El punto conocido o oft y la pendiente m=2; sustituyendo en la
ecuaciontenemos: ® T C oY®d 1T v @

® W ¢ TY® Cw pT

Eiemplo 35. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por plo w ¢t 8

Solucion: Sea 6 pho w6 ¢hn
Calculo la pendiente m=——=—=-1
Luego escojo cualquier punto A.B, escojamos 0 plo ww ,luego reemplazando en

la ecuacibndelarecta @ a0 ot

W o P W PY® o » pY & ®w p oY ® ® C

Ejemplo 36. Dada la ecuacion uw yw p 10 1L Calculemos la pendiente y la ordenada del
intercepto con el eje y.

Solucién:

Ax+By+C=0 A y=mx+b
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5x+8y-10=0 A y=——

y=—w+-A b=- y m=—

Ejemplo 37. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por ¢h o y es paralela a la recta
() Cw p

Solucién: Larecta dada es y=-2x+1, entonces la pendiente m= -2, por la teoria la pendiente
de la recta a encontrar es también m=-2 ya que son paralelas.

Utilizamos el punto (2, -3) y lo sustituimos en la ecuacibny-0 @G @

y- © CW Ct y+3=-2x+4 t y=-2x+4-3+ y=-2x+1
Ejiemplo 38. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por ch o y es perpendicular a =

W cw p8

Solucién: La recta dada es w cw p, la pendiente es & ¢, entonces como se

necesita encontrar la pendiente de la perpendicular, entonces

a -4 Pendiente de la recta perpendicular.

Ahora tomamos el punto ¢h o tenemos
W W W Wt y- 0=-®W ¢t y+3=-w pt y=—w T

Ejemplo 38.1. Demuestre si las ecuaciones lineales 3x+y=2 y 6x+2y=15 son paralelas,

perpendiculares, o ninguna de las anteriores.

Ejemplo 38.2. Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por (0, -3) y es perpendicular a

la grafica de la ecuacion 4x-3y6=0

Ejiemplo 39. Grafigue las siguientes rectas sin tabla de valores:
2
a. :§x+2 b.y=-—-X-5 c.y =3x+2
3 3

d. 2x - 3y +1=0 e.2x =3 f.4y - 5 =0
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Solucion:

yv==x+2-3b=2
a.
5o Ay

=3{—£-.:-{

T el Lh

r—5—=b=-5

et
I

S+ | k2

— 2 « Ay
3 — AX
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d.
2x —3y +1=0
—3yv=—-2x-1
-2 -1
-3
2 1
v==—x+-—b=1/3
3 3
l 2 — Ay
m=
3o AX
e 2x =3 |
3_.1 I RN BRE
X=—_—=1=
2 2 ]
*
f. 4y -5 =10 “
4 4 1
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Ejiemplo 40. En la figura se
muestra la relacion entre el
de
dolares) y la cantidad fi g 0

precio fApo

articulos (en miles) que los

consumidores compraran a

P (Precio)

q (Cantidad)

ese precio.

_Db_-3_-

La pendiente es: m

11 12

21, lo cual significa que por una disminucién de $1

en cada articulo, los consumidores compraran 2000 articulos mas.

Ejemplo 41. Suponga que un
fabricante utiliza 100 libras de material
para hacer los productos A y B, que
requieren de 4 y 2 libras de material
uni dad,

por respe:

fiyo denotan el ny

producidas de A y B, respectivamente;

entonces, todos los niveles de
produccion estan dados por las
combinaci ones de

satisfacen la ecuacién 4x + 2y = 100,

donde x,y2 0

Yy

1

"% (0, 50)

5
Y (unidades de B)

_100- 4x, y=50- 2x Y o 2_-225_-50« Dy
2 L.25

25 « Dx

La pendiente: =" 2 refleja la tasa de cambio del nivel de produccion B con respecto al de

A. Si se produce una unidad adicional de A, se producira 2 unidades menos de B.

Ejemplo 42. (Funcion costo de electricidad). La electricidad se cobra a los consumidores a

una tarifa de 10 centavos por unidad para las primeras 50 unidades y a 3 centavos por unidad

para cantidades que excedan las 50 unidades. Determine la funcion C(x) que da el costo de

usar x unidades de electricidad. (Grafique)

58



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

ion: 0x, 5T x %50
Solucién: R = _
Za0+Ex, 52 x> 50

Porque para las primeras 50 unidades se cobra a 10 centavos por unidad Y 1 0 x , S i
seria el primer tramo.

Para el segundo tramo: si x > 50 se cobra las primeras 50 unidades a 10 centavos, o sea 10
x 50=500 pero las unidades después de 50 se cobran a 3 centavos, 0 sea (x-50) x 3; entonces
el costo en el segundo tramo seria: 500 + (x-50) x 3= 500 + 3x-150 = 350 + 3x, si x > 50

A1 0 (a0 Aa0)\| 100
Cf 0 [ a00\ 500 G50
: N/ ;
10% 350+ 3

Eiemplo 43. En cierta ciudad la tarifa de taxis es $3000 de cobro inicial (banderazo). Se
sabe que un usuario debe cancelar $ 5400 cuando ha recorrido 6 kildbmetros.
Construir un modelo matematico lineal que describa tal situacion y haga su grafica.

¢ Canto debe pagar un usuario que viaja de una poblacion a otra y cuya distancia es de 15
kilometros?

Solucién:

Y6 AcTt T o o000 | €510

Yo oUé AT HUTa P(15, 9000)
b=$3000 C(X)=400x+3000

B 7000
Ow adw ®
6000
t O TTGW OCTMTT

P(6, 5400)
5000

1
1
[
1 AC= 5400 - 3000 = 2400
4000 '
1
1

Opu TTMIPUL CTITT
3000 Fommmmemmm———- !

AWTTT P(0, 3000)
2000

1000

X (Km.)
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2.11. LA FUNCION CUADRATICA

Una PARABOLA es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan (igual
distancia) de un punto fijo llamado foco (F), y de una recta cualquiera llamada Directriz (D).

Lose

ELEMENTOS DE LA PARABOLA

lementos basicos de una parabola son los

siguientes:

1)

2)

Foco (F): es el punto fijo mencionado en

la definicion.

Directriz (D): es la recta fija mencionada

en la definicion.

3) Eje Focal: es una recta que pasa por el

foco y es perpendicular a la directriz.

4) Vértice: Es el punto donde el eje focal

corta la parabola.

5) Distancia Focal: es la distancia dirigida

del vértice al foco y del vértice a la
directriz, se denota por p.

6) Lado recto: es un segmento

perpendicular al eje focal, que pasa por
el foco (F), cuyos extremos son dos
puntos de la parabola.

Una funcién de la forma f(x) =ax’+ b x

denomina funcién cuadratica.

DF‘ = ‘DDi‘y‘EF‘ = ‘EEi‘

Eje focal

i

Vertice

Los puntos A, B, C, D y E pertenecen a la
parabola ya que:

AF|=[AA}, [BF =[BBJ, [cF| =[cCi

(a

La grafica de una funcién cuadratica es una curva denominada parabola.

La funcién parabola es de dos formas:
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\ / V (Vértice)
i ] i

x1, 9) Xz, 0)

>

=Y

Eje de simetria

(x1,9) (x2, 0)

Eje de simetria

Coéncava hacia arriba. a>0

Céncava hacia abajo. a<0

Una funcién de laformaf(x) =ax*+ bx + ¢ (bac cobnstdntegsecon a,
denomina funcién cuadratica.

Funcion cuadratica —y=ax?+bx+c

Ecuacién cuadratica— 0=ax?+ bx + ¢ — se puede resolver factorizando (si

es factorizable), o por la formula general:

Resultan los interceptos p,(x,.0}* p,(x,.0)<= = 2a
Donde (b?- 4ac) es el discriminante
o 2 x o o ~
Vértice de la parabola: V% ﬂ 4ac- b 8 0 V% ﬂ f&% £8§
¢ 2a 4da = ¢ 2a ¢ 2a+=
El discriminante (b - 4ac) puede ser:
)b?-4ac>0Y 6

A x
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i)b?-4ac=0VY

iiyb®-4ac<0Y

La coordenada del vértice V (h, k) de la funcién cuadratica también se puede hallar a partir
de su expresion candnica:

® Q Mmoo <

Eiemplo 44. Grafique las siguientes parabolas hallando los vértices e interceptos.

(@) y=x°-x1 6
Solucién:
a=1
b=-1 p [ ZCD 40C6)-C1) :[l ﬁ] :[l _61]
2(1) 4(1) 2 4 P
c=-6
(o C1)° J(- 27 - 40)- 6) _
2(1) (3, 0)
1°/25 _1°5y % 1+5_4 o EAEET
2 3 2
1-5
y X, = > =-2
V(1/2, -25/4)

b) y= -2x*+ x + 3

Solucién:
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v a 1 4-2)3)-1°0_a1 -255_a1 .15
=2 =3 p=2. Y V=& , 0= ,——0= 3=
T E2(2) 42 9 ca-s- gae:

. V(1/4, 25/8)
10174 2)3
2(- 2)

(=1 V25 _-1 5¢ x1='1+5=—l o

-4 -4 -4 S

-1-5 3 .1

Xy = =_=1=

-4 2 2

c) y=3x°-4x +8 (1)

Solucion:
a=3
be p_[_ =4 46)8)-(-4) :[3 @]:[gﬁg]

2(3)° 4(3) 373 373
c=8

I R N A N A

V(2/3, 20/3)

4° /16- 96
6

« = 4° /- 80 i
—

Raices imaginarias,

no corta el eje #:

Yx= 0 en (L4(08Yy=8"
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d) y=x%-9
Solucioén:
a=1, b=0, c=-9
3 2
v v :% 0 ’4(1)(- 9)- 0
TR 4
Y v=(0,-9)

(3,0

|-O0O0DO

0=x%-9 Y 0 =-3)((0¢3)

Z Z —

x=3 x=-3

e) y= x*+ 3x

Solucién: a=1, b=3, c=0

=k
Fa1) 4 S
a 3 96_41 .14
v=5 395541 518
¢c 2 4+ ¢ 2 4=

V(-3/2, -0/4)
X=-3 -4

0=x’+3xY 0=x(x+3) Y x=0,

f) y= x>+ 4x -4 (1)
Solucion: a=-1, b=4, c=-4 V{2, 0)

4 4-1(-4)-4%0
21" 41 g

Y v=(2,0) A

VV=g&
¢

0=-Xx’+4xi 4Y 0=x"-4x+4 P2(4, 4)
0=(x2)° x= 0 en -41)
Z 1(0!_4)

X=2

Ejemplo 44.1. Hallar las coordenadas del vértice de las siguientes parabolas a partir de su

expresion canoénica

Bw TOt -0 WOt -W T W T @0 Mo 0
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Bw v 1 -0 W+ - W T W T

WBw W ¢t W ¢ Wt W ¢ W T

Ejemplo 44.2. Encontrar la funcion cuya grafica es una parabola con vértice w( 1, y que

pasa por el punto (4,16).
Solucién:

%prjc YQQana e w € mw ¢ pt 1 p mMpe ¢

o NP
x¢ 'Ly

wph ¢ ‘ o . . :

s p Qe dow p T moo ¢t w Cw p - wWw (¢

L

t

Ejemplo 44.3.
El grafico que se presenta a continuacion representa el desplazamiento de un objeto

en caida libre. De acuerdo con la informacion suministrada en el grafico encontrar lo

que se pide a continuacion:

s(t)

140
120
100

60

20
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La altura desde donde fue lanzado el objeto.
El tiempo que demora el objeto en caer al piso

e 0o T o

La altura méaxima alcanzada por el objeto, y el tiempo que tarda en alcanzarla.

Un modelo matematico que represente la altura s(t) con respecto al piso, en

metros, alcanzada por el objeto en un tiempo t, en segundos.

e. A partir del modelo matematico encontrar la altu
segundos después de haber sido lanzado.

ra alcanzada por el objeto 8

f. A partir del modelo matematico indicar cuando el objeto alcanza una altura de 100

metros.
Solucion:
. P1(0, 70) V (4, 150) P2(9.7, 0)
s(t)
A
140
120
100
60
20
>
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a. V (4, 150); por lo tanto: Hmax. Son 150 m. y la alcanza en 4 seg.
b. P1(0, 70); por lo tanto, fue lanzado desde los 70 m.
c. P2(9.7, 0) por lo tanto 9.7 seg. En caer al suelo
d. Teniendo V(4, 150) y P1(0, 70); reemplazamosen @ Q@ th w <€ su
expresion
canbnica: m T INXTMTPUTE PO TH YTt —— N —
Teniendo V(4, 150) y 1y — reemplazamosen @ Q TR W Qi
W T T — W pLUTA @ T - W P L Tpodria ser
la solucién;o;w Yo p@ - PULA LW T YT W pULT
W LW TWm Xm osea [ € VO TT XTI
e. i Y vzt TRY XU . EPox T
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f.io VO TTW XT PTMTM VO TW XMW VO TU O
z z 8 (‘_‘
¢

Dividoen5:0 Yo ¢ Tt O

45. (Cercas) un granjero tiene 200m de cerca con la cual puede delimitar un terreno
rectangular. Un lado de terreno puede aprovechar una cerca que ya existe. ¢ Cual es el area

maxima que puede cercarse? Halle las medidas del terreno

Solucién:

«—cerca existente
v Area—xy (1)

1 [ Perimetro— p=200=x +2y
X 200 - 2y=x (2)

(2) en (1): A= (200 - 2y) y

YA = 229%ecuacion
de una parébola).

2
Area(m ) V(50, 5000)

Si hallamos el vértice de
dicha parabola V (y, Amax),

su ordenada sera el area

;.
malea., 1o [i} T 20 T30 a0 Ts0 "0 70 Teo Tan ul Mo

= A= 2y?+ 200y a=-2 b=200 c=0

‘9 A(—2 —_70?
=V=|- 200 .4( 2)(0)-200 L(io:iooo]

L2242 )
Area maxima 5000m?

Ejemplo 46. (Decisiones sobre fijacion de precios). La demanda mensual, x, de cierto

Y=5b0en(2) —
%= 200-2=x50=100m
=Dimensiones: 100mx=50m.

articulo al precio de P délares por unidad esta dada por la relacién

x = 1350 - 45 P. El costo de la mano de obra y del material con que se fabrica este
producto es de $5 por unidad y los costos fijos son de $2000 al mes. a) ¢ Qué precio
por unidad P debera fijarse al consumidor con objeto de obtener una utilidad maxima
mensual? b) ¢ Cual es esa utilidad maxima? c) ¢ Cual seria la demanda para tener una
utilidad maxima? d) ¢ Cudl debe ser el precio/unidad para no tener pérdidas?
Solucion:Demanda mensuaild5P{1)x =1350
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P Y $U.S./unidad

de mano de obra y material Y $U.S. 5/u

Costo
Costos fijos Y $U.S.200/ mes
0 e
Ya W Qda
!Y l'O 0

¢

U=I1-C = xP - (5x + 2000)

| C

U = (1350 - 45P) P - (5x+2000)
U = (1350 - 45P) P - 5(1350 - 45P) - 2000 = 1350P - 45P? - 6750 + 225P i 2000;+ U
= - 45P? + 1575P - 8750 (modelo matematico) (ecuacion de una parabola concava

hacia abajo, donde el vértice es el punto de maxima; donde obtendré el precio para

una utilidad maxima).

o 2 ~
a=-45b=1575c=-8750y v =g ~>/° H-49(-8750-1575 3
& 2(-45 4(- 45) 0

=V = (17.5, 5031.25)

/

P=%175para =

Unmax = $5031.25

b) Umax. =$U.S. 5031.25

a) $U.S.17.5

c)P=17.5 en ( 1)45M7.5<562.51 X5 563 articulos

d) Y 0=-45P2+1575P 71 8750Y = (-45) Y 0=P2-35P +194.4
: 5 0 AW @y
0 A8 o
oM QQWUEME OAYDE Gt YA S8R o

68



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Utilidad ($)
V(17.5, 5031.25)

5000 ]
A000 ]

2000

2000

1000 ]

Precio (%)

Eiemplo 47. (Decisiones sobre fijacion de rentas). El sefior Alonso es propietario de un
edificio de departamentos con 60 habitaciones. El puede rentarlas todas si fija una renta
mensual de $200 por habitacion. A una renta mas alta, algunas habitaciones quedaran
vacias. En promedio, por cada incremento de la renta de $5, una habitacién quedara vacia
sin posibilidad alguna de rentarla. Determine la relacion funcion entre el ingreso mensual
total y el nimero de habitaciones vacias. ¢ Qué renta mensual maximizaria el ingreso total?

¢, Cual es el ingreso maximo?

Solucion: x = # de habitaciones vacias

Ingreso—=> 1= (B0-x). (200 + 5x)
# de habitaciones  valor enque
que renta renta cada habitacion
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10

Ingreso (%)
14DOD*
V( 10, 12500)

12000

LU

Y 1=12000 + 300x - 200x - 5x?
t | =-5x%+100x + 12000

BDOD*
4000‘

P,
2000
4

X (# de habitaciones)

+ + + +
220 0 a0 100 120

2000

LW

4

a=-5,b=100, c=12000

100 4(- 5)(1200Q - 10023
2(-5)° 4(-5) 9

YV—6e
¢

=V = (10,12500)

X=10 para = Imax = $12500
Renta mensual maxima: 200 + 5x
=200 +5x10=

Ejiemplo 48. (Agricultura). Un granjero tiene 200 yardas de cerca para delimitar un

terreno rectangular. Exprese el area A del terreno como una funcién de la longitud de

uno de sus lados.

Solucién:
T X L] .
Perimetro: P=200=2X+2Y
v v 22, 100=X+Y
- . Y 100-Y=X (1)
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Area- A=XY (2)Y (1)en(2)- A=X(100-X)

Ejemplo 49. (Funcion de costo). Se construye una cisterna de modo que su

capacidad sea de 300 pies cubicos de agua. La cisterna tiene como base un cuadrado
y cuatro caras verticales, todas hechas de concreto y una tapa cuadrada de acero. Si
el concreto tiene un costo de $1.50 por pie cuadrado y el acero cuesta $4 por pie
cuadrado, determine el costo total C como una funcion de longitud del lado de la base.
Solucién:

|
X Acero Ca=$4/pie*
- —
—
X Concreto
v Gg=$1.5/pie*
Y
Y
v
X
X
Cr=fx)=2 V=300 pies®

CT:CE_B+C|:B+C|:A|

\

Bases Area lateral

Cr=8%4 X2+ $15,X2+515,4XY =Cr=4X2+1.5X2+6XY
pie® pie? pie? Cr=55X3+06XY (1)

Volumen — V=300 = X3%Y = 300/X* =Y (2)

2)en(1) = Cr=55X2+6X (300/X3) = Ct=55 X2 + 1800/X

Ejemplo 50. (Funciones de ingresos). Un hotel tiene 70 habitaciones que puede rentar
en su totalidad si la renta se fija en $200 al mes por habitacion. Por cada incremento
de $5 en la renta de cada habitacion, una habitacion quedara vacia sin posibilidad

alguna de rentarla. Exprese el ingreso mensual total | como una funcién de: (a) X, si X
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es el namero de incrementos de $5 en la renta de cada habitacion.(b) La renta mensual
P de cada habitacion.

Solucién: XA # de incrementos de $5

I = (200 + 5X)(70 — X) (1) = 1= 14000 — 200X + 350X — 5X2 &=>

v I=-5X*+ 150X + 14000
P =200+ 5X = X=(P-200)/5

En(1)> 1=P (70 - P-200)
5
=P (350 — P +200) = | =£5{550 -P)
5

2.12. LA FUNCION INVERSA

Ejemplo 51.1.: La funcién f(x)=x3-1 ¢tendra inversa?¢ Cudl sera? Grafigue ambas funciones
Solucion: Grafiquemos f(x)=x3-1; D={x|IxRd ;|2 |2 |3 |-1 |[-2]|-3

y|-1 o |7 262 |-9]-28

Al graficar ésta funcién se observa que R = { y |y Bslinyectiva; por lo tanto y=x3-1 tiene inversa;
entonces hallemos su inversa: y=x3-1  f(x)

x=y>1 f)t @ p ® Mo p & o & ® vk p
7 126|-1 |-2]-9
yIT 1213 [0 |1]=2

donde D={ x | RiJTp
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Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrias de ambas funciones

También podemos demostrar que una funcion es inyectiva (para que tenga inversa),
demostrando que YR« "Qa* t+ « « sin necesidad de hacer la gréfica.

Veamos enésteejemplo: Qoo Qo + @ p ® Pt ® P p Dt W W

\

bW W t W ;porlo tanto, f(x)=x*-1 es inyectiva

https://www.youtube.com/watch?v=TxRpKrQJsdw
Ejemplo 51.2.: La funcién f(x)=2x+3 ¢ tendrd inversa?¢ Cual sera? Grafigue ambas funciones

Solucion: Grafiquemos f(x)=2x+3; D={ x| R} x|-2 |2
y|-1 |7

Al graficar ésta funcién se observa que R = { y |y &s}inyectiva; por lo tanto y=2x+3 tiene inversa;

entonces hallemos su inversa: y=2x+3  f(X)

\

x=2y+3 fix)+ — G —

donde D={ x| RJTi1 [7

Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrias de ambas funciones

Ejemplo 51.3.: La funcion f(X)=—X5-3 ¢tendra inversa?¢ Cual sera? Grafique ambas funciones
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Solucion: Grafiquemos f(x)=—x5-3; D={ x | R}X;|0 |1 2 |1 -2
y|-3 |-25 |13 |-3.5 |-19

Al graficar ésta funcién se observa que R = { y |y Bs}inyectiva; por lo tanto y=-x°-3 tiene inversa;

entonces hallemos su inversa: y=-x°-3  f(x)

x=y>-3 fix)t ¢c® 0 W Cw o W

w ¢ w C®w 0 dondeD={x|[R}:
Xx|-25|-3 [-19 |-3
y|1 2 |3 0

$ A=(213)
121

10

E=(13,2)

-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 8 10 12 14 16
H=(-19, -2)

g(z) =(2 (:r:+3))=l‘

,"‘h(:r) = flz) = - 2
{0=l2 -19)

1

L

[=:] [+2]
[y

Entréda:
e —
Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrias de ambas funciones

Ejemplo 51.4.: Lafuncion™ &« W p w¢tendrainversa?¢ Cudl sera? Grafiqgue ambas

funciones

Solucién: Grafiguemos ™ Qw U p «

P @ T P ® p $ @213 p
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Al graficar ésta funcion se observa que R={ y/y Ru}y esinyectiva; porlotanto Qo U p
tieneinversa: @ W p @ f(X)

® P ® f1x) + w P O W p O LU P W
donde D={ x| T x
x|0 112
yl-1 |-2|-5

Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrias de ambas funciones
https://www.youtube.com/watch?v=TxRpKrQJsdwé&vl=es-419

Eiemplo 51.5.: Encontrar la inversa de cada una de las funciones que se dan a
continuacion, e indicar si dicha inversa es o no es funcion:

Recuerda que también podemos demostrar que una funcién es inyectiva (para que
tenga inversa), demostrando que “"YQ« Qe t+ « & sin necesidad de hacer
la grafica.

B« e e O0YQ Qe Qo ® ®
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6B « . ) ° O YQ Qu Qo W
08 « I o o O Y(TQ Qo W W

OO e e O Moo ® Vo e ® G o
™8 « I ° W l O YQQu Qo W

w I T@®uvewpnm & v pit U ® ¢ «
B« PJ<« g °oYQ Q Qe O 0
o A ad 1R ad o clTAad w ¢ a®d ¢
w ¢ ¢
Y ”I v e, v \ v \ b
B« | « 0 "YQ Qe Qe 0
<
0 OWULd oW T 0 Wow VO T WO o VO T
IO L S
W ¢ C
0 o
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2.13. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Ejemplo 51.6.: Halle la inversa de la funcién f(x)=senx y grafique ambas. Hallemosle el

dominio de ambas funciones
Solucién: La siguiente es la grafica de la funcion f(x)=senx. Obsevese que el dominio es
D={x| R}; y no es funci-n inyectiva

/2, 1)

1

/—\ (T, 0) (2, 0)
7—6 5 4 3 2 -1 0.0) 1 2 3 4 5

flx) = sen(x) =

(3m/2, -1)

Por lo tanto para poderle hallar la inversa debemos limitar el dominioD = { x |“Rd ® “7¢}

Obsérvese que a la funcién

de ésta grafica ya si le

podemos hallar la inversa

porque tenemos una funcién

_sen (;1:)) inyectiva

oS

N . ~ . AN. N
A U OAhoen Ehf
£ O % Oi\‘i U
A 2 U AGAKTE php

-90° | -30° 30° | 90°
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(1, T1/2)
(0.5, T1/6)
2 15 1 15
(-0.5, -T1/6)
-1
= arcsen (z)
(-1, -1i/2) B

(2, 1)

(1112, -1)

prat Nl si(|

,' (=1=1i2)-1

Eiemplo 51.7.: Halle la inversa de la funcion f(x)=cosx y grafique ambas. Hallemosle el

dominio de ambas funciones

Solucién: La siguiente es la grafica de la funcién f(x)=cosx. Obsevese que el dominio es

D={ x | R9 es furycidminyectiva
2

(0, 1)

(T7/4, 0.707)

Por lo tanto para poderle hallar la inversa debemos limitar el dominio D= { x ft Rad “}

2

15 flz) = 8i(0 <2< m cos(x))
(O 1)
05
(0,0
5 1 05 0| 05 1 25 3 35 4

-0.5

(311/4, -0.707)

(. -1)

Obsérvese que a la funcion de ésta
gréafica ya si le podemos hallar la
inversa porgue tenemos una funcién

inyectiva
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A o U AGR @& php
X 0.707 |0 -0.707 | -1
y ar 23 4
450° 90° | 30° 180°
AT (-1,
( ] arcos () arcos (z) et
(-0.707, -311/4)
(-0.707, -311/4) .»f
(0, 11/2) 15 flo) =510 <x <7 cos(x))
(0, 1/2) 15 0, 1) 1 (0707, Tr/4)
W (T1/4, 0.707)
1 (0.707, T1/4) 05|
(0,0 "/' (Trl’2, 0)
05 2 15 -1 -05,8 0.5 25 3 35 4
(0,0 I (311/4, -0.707)
2 15 -1 -05 0| 05 15 2

1
(1,0)

(-1

Ejemplo 51.8.: Halle la inversa de la funcion f(x)=tanx y grafigue ambas. Hallemosle el

dominio de ambas funciones

Solucién: La siguiente es la grafica de la funcion f(x)=tanx. Obsevese que el dominio es

D:{Xi A/X, °pl2° 30/2;--};ynoesfuncién inyectiva

1 I 1 1
1 i [ 1
1 i 1 61 1
' " [ 1
' " i Y=tan(x) [i
1 ' 1 1
1 i [ i
1 I 1 1
] l ] 41 ]
1 i 1 1
' ' [ 1
] i ] ]
1 i [ 1
1 i 1 1
1 ' [ n 1
1 i 1 < 1
' ' [ 1
1 ' I 1
1 i [ 1
1 i 1 1
[ ' 1 ™2
N g ' 4l 0 ]
1 ' 1 - 1
' ' I 1
1 i 1 1
' ' [ 1
1 i [ . i
1 ' [ 2 1
1 ' 1 1
1 ' 1 1
1 i 1 1
] 1 ] 1
1 i i i
' ' [ 1
1 1 1 -4 1
1 ' 1 1
1 ' [ 1
1 1 L] 1
1 i 1 1
1 ' [ 1
1 i [ 1
1 i [ 1
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Por lo tanto para poderle hallar la inversa debemos limitar el dominio

Obsérvese que a la funcion de ésta
grafica ya si le podemos hallar la
inversa porque tenemos una funcion

inyectiva

80
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450 450
2
g(x)=arc tanx 1 (1, T1/4)
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(-1, -11/4) 1
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Funciones Rango
Dominio
y = arc.senx U seny = x 1ex¢1l -p/l2 ¢y ¢p/2
y = arc.cosx U cosy = x -1ex¢l O¢yctp
y = arc.tanx U tany = x -o<x<o -pl2 <y <pl2
y = arc.cotx U coty = x -a<x <o 0<y<p
y = arc.secx U secy =x x¢-1,x2 1 0¢ydp,y,p/l2
y = arc.cscx U cscy = x x¢-1,x21 -pl2¢yc¢pl2,y, O

Este debe ser el dominio y rango para que sean funciones, e inyectivas

(para que una funcion tenga inversa tiene que ser inyectiva).

/2 | i
y=arc.senx
0 ™
T T
1 0 1

y=arc.cosx

0

-T1/2 T 1 0 ' 1
e

81



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

The graph of v = arcsec x: The graph of y = arccsc x:

ayy Y

347
11
2_
ﬂk_»

T2
-1-
e — -2°
2.14. LA FUNCION EXPONENCIAL
Se I lama funci-n exponenci al de tﬁ(a)s:ax,cfoladé a to
al R ("a" constante)y xI R
. - 4 ®

Ejemplo 51: Graficar f('f) =3 7 y=3

Solucién: ' 13 a>1

x 2] AJ0 112 [3 | -= | L,

11 [3[9]1 | =0 .

1
9| 3 27 ' 1 :
/ X

31’

: \ Al
.l"] y — -

Ejemplo52: Graficar; f(x)= LE] . [2] l3
Solucién: : 12
X 2 -1 0|1 (2|13 |=¢ 0<a<l
27*|4 |2 1 (1]1]1|—=0 \

7 la|= , ,

2|48 -2 AHS 2 X

Hay un tipo de funcion exponencial especial donde a=¢€ e=2.7182818288...
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Ejempio 53: _Graficar f(x)=¢&* ' v]
Solucion:

X |-2 -1 0 1 2

¥0.14 1037 (1 272|739

—'2 Kﬂsimutg horizontal 2

Definicion: sib>0,b, 1lyxi R™, Y y=log, xU bY =x

2.15.L A FUNCION LOGARITMICA

La funcion logaritmica es la funcion W aeE®@ w

inversa dela funciéon exponencial

Ejemplo 54: Graficar. f(x)=log, x y..g
Solucion: ¥ =log, x & 2% =x
1
2 -1 [0 (1 |2 |3 |-=°
1 [1 |1 ]2]4]1 |=>0 S
a4 |2 2 E
4 |2 8 2
1 =
log, x=-1<2  =x=2 g
= 2 =
] &
log, 1:=—?‘_<:>?‘__‘=‘f=Z 1
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Ejemplo 55: Graficar: v =log; x

(=]

0<b<1

< y=log1/2)x (Logaritmo en base 1/2 de x)

Solucidn:

x[-2-1 (0 (1 ]2 |

y (4 (2 111]|—=0 2,
204 .

<— Asintota vertical

2.15.1. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS.

= = logy u
log, A=log, B&> A=8B Sib>0yb7-'1,:>b%bu =y
log, =1 log, 1=0
Sib>0yb#1,ysid,BeR",
= log, (A x B)=log, A+log, B
A
2. logb(szlogbA—logbB
3. log, A" =nlog, A, VY, €R
1. Logaritmo de aan ipgwaluca ol a suma de sus | ogari
2. Logaritmo de eusn icgoucailenat d garésmasde sus | o
3. Logaritmo de esaipotnénai Aa potencia multiplic

No conf un| logp(A®B

logp(A+ B), logy A+log, B (@)
, logp A3 logy B (b)

|
logp, %) % %gb g (©
logp A" , (logp A)" (d)
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," Funcién exppnencial — f(z) = a”

¢ -4

4
/’ Funcion logarit
-5

l
mica — f(x) = log,x = e
Ina

1Sia>0,atlyxeRY, =>y=logx < a’ ==

-f

In ()
glar) =
In (2)

’

4
" Funciéon logarit

'8 -5
" Sia>0, a#lyxel

-6

’ .. . _ oz
.7 Funcidén exponencial — f(x) = a
-4

l
mica — f(x) = log,x = “pT
Ina

RT, = y=logexr <= a’ ==z

. ln ()

I (3)
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- Funcién exponencial — f(x) = a”

£

-4
Inx

" Funcion logaritmica — f(x) =log,xr = —

Ina

¢ -5
' Sia>0,a#lyxzeRT, = y=logxr <= a’==z

-5 "
In ()

I (4)

glz) =

r . .
L+ Funcion exp

¥

s
" Funcion logarit

i -5
7 8ia>0, a#1lyxel

-6

-4
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encial — f(x) = a’

ica — f(x) = log.x = in
Ilna

L =y=logr < a’==x

,/, Funcion logarit
. -5
" Sia>0,a#1yxel

In ()
In(1.4)

glr) =

" Puncién exponencial — f(z) = a”
-4

rs

‘ l
" Funcion logaritmjica — f(x) =log,x = i

lna
< -5
" Sia>0,a#1yxeRl’, = y=log,x < a’==z

-6
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- -3
f’ ..

L« Funcion exp
i -

,/ Funcion logarit

4 -5
Sia>0, a#1yxel

FPuncién expenencial — f(x) =a”
'

’

S . : [
Funcion logaiftmica — f(x) = loger = lni
s, na

s

'S a > 0, a # 1_4y xeRY, = y=log,xr <= a¥ ==

Obsérvese que en las gréficas anteriores la recta y=x es el eje de simetria de las funciones
W 0O QW a¢&
Ejemplo 56. La velocidad de un paracaidista en el tiempo t esta representada por 0 0
P 1iQ8  p, Donde t esta dada en segundos y V en pies/ s.
a. Determinar la velocidad inicial del paracaidista.
b. Determinar la velocidad del paracaidista después de transcurridos 5 y 10 segundos.

c. ¢ Cuando la velocidad del paracaidista es de 26,4 pies/s?
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Solucién:
avo yYymae® py om YmQe p O om yYynQ p O
O Y p YWRT T
. e, . , n QQi
v PrQd p O Ovu Ym p poiﬁ(maQ
. a, . , n QQi
vpT YTiQd p O Vpm YnmQ p Upfﬁ»mﬁg
Bbo yme® pVY c@ yme® p o =2 p QFf
o -2 p a&® o ii1-2 p moza
i 1—2 p
O ——— 000 p8&8 d WBVQ
- p

2.16. TRANSFORMACION DE FUNCIONES

Resumen

(a) Desplazamiento
vertical

. Si y=f(x)
(b) Desplazamiento P
horizontal y=f(x + ¢)

(c) Reflexién en
el eje x

(d) Reflexién en
elejey

(e) Estiramientoy i Si c>1 se tiene un

acortamiento vertical estiramiento vertical.
Si 0<c<1 setiene un

acortamiento vertical

(f) Estiramiento y i Si c>1 se tiene un
acortamiento horizonta acortamiento horizontal.

Si 0<c<1 setiene un
estiramiento horizontal
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Si hay reflexién y desplazamiento al mismo tiempo; primero se realiza la reflexion y luego
los desplazamientos.

** g hay estiramiento y desplazamiento al mismo tiempo; primero se realiza el estiramiento

y luego los desplazamientos.

Desplazamientos Verticales Ejemplo 59. Dada la grafica de
f(x)=x2+x+2; grafique  h(X)=x?+x+5 y
k(x)=x%*+x-1
Solucion:

E@ O O ¢ /D 7
E@ @ @ ¢ /D 8

Desplazamientos Horizontales

Ejemplo 60. Dada la gréfica de f(x)=x?+x-10; grafique h(x)=(x+4)?+(x+4)-10 y
K(X)=(x-4)?+(x-4) -10
Soluci6n: E@ @ @ opnn A . @ n 2 T T
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(Desplazamiento horizontal hacia la izquierda)

E@d O @ pn A ;, @ n 2 1 T

(Desplazamiento horizontal hacia la derecha)

Desplazamiento horizontal y vertical:

Ejemplo 61.
Desplazamiento vertical: f(x)= x3-2x Y f(x)= x3-2x+c

Desplazamiento horizontal: f(x)= x3-2x Y f(x)= (x+a)3-2(x+a)
Dada la gréfica de f(x)= x3-2x; construya las graficas g(x)= x3-2x+3;
h(x)= x3-2x-3; K(X)= (x-3)3-2(x-3),  I(X)= (x+4)3-2(x+4)
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Solucién: E@
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L} "m !
i 8] i ]
i il i
- i\ i
i--—4 h i
! I !
g(x}:x"3-2x+3 " 3
) - | -'
' ’l \‘ B N '
gy i i
; i ab A j
XIZAT3-2049) rgzens-ax | ] i
FiN 13 G 0N I
' P ‘5 L
0 e g MM RJNT O Nsis e
! H Y R T o R
! 1 A 15
I 1f 4 . (3
i i /i
; 1 ) b -
I Ll ] ~e ]
| ! hix)=x"3-2x-3
i ] A
i il ' I
i it i
(R .
: i :
I il _ I
i - i

Ejemplo 62. Dada la gréfica de f(x)= x3-2x; construya la grafica k(x)= (x-2)3-2(x-2)+4
; %]

C

(%) (%) A X m @O ¢
(Desplazamiento horizontal)
4 (Desplazamiento vertical)
5 ’
! 2
4 ', e
L
3t
'
2 "' 4
1
I
B
T 0 ] .
3 -2 -1 4 5 6
i
_1:
i
L}
i
1 i
_lak(ac) = (z—2)"—-2(x—2)+4
:
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Ejemplo 63. v \ i !
L 1 ]
- “ 1 1 ]
Desplazamiento ' v W !
B ' 1 ' []
horizontal y vertical : ' ! /
. ! : / ]
Dada la gréfica de f(x)= ! v fix)=xr2 *{ | !
i H H [ ]
x?; construya las gréficas ' ! ; /
] 1 24 1' l'
g(x)=x>3 y \ v ; ;
Y H H H
h(x)= (x+2)?-3 h(x)=(x+2)*2-3% y 1) '.'
/ “\ “1 ;: l"
|“ |‘ 1 :
X+2=0t x=-2 N .2 -6 5 -, 3 2% o ERE
A ] ’ ]
l‘ \‘ " "
L} 1 s -1 [}
\ ‘\\ N J
-3 \ NS / alx)=x"2-3
\‘ A Fi _2 F]
5 X 1 +
\\.“—',' \":L.-*“
-2

Ejemplo 64. A partir de la
gréfica f(x)=e*;

Grafique g(x)=e*1+2.

Solucién: Obsérvese que
cada punto de la grafica
f(x)=e* tuvo un
desplazami ent

uni dades vy

en
unidad
X-1=0t

1
—

I
B '
$ D=(2472)
'
4 ;
&
4 E=(1,3)
F=(1,214) [.»° B=(1,272)
------------- "'.".2_
g = etp-1) + 2
fi=e C=1(2 0.1
[u]
i . . ! o 1 2 3
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Ejemplo 65. A partir de la
gréfica f(x)=x¥2;
Grafique g(x)=(x-1)*2-2.

Solucién: Obsérvese que
cada punto de la gréfica

f(x)=x*2 tuvo un

despl azami en®o

uni dades y

X-1=0t e I

2

Eiemplo 66. A partir de la gréfica

f(x)= - 3x?+2;
Grafique g(x)= - 3(x-1)?+1.

Solucién:

co cod p

X-1=0t+ e

_1-1

Reflexion de graficas

Si tenemos la gréfica y=f(x), lapodemosr ef | ej ar

y=-f(x); ylapodemosr ef | ej ar

en .

graficagdo y=ef(jxe

94
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f{x)=x"2+x+2

Refl exi - n

Ejemplo 67. Dada la
gréfica f(x)=x2+2x+3;
grafique las reflejadas en
el eje fAxo vy
Solucién:

g(x)=-(x"2+x+2)

f(x)=x"2+2x+3

flx)=xA2+48x+2 |

15

g(x)=(-x)"2+8(-x)+2

g(x)=f(-x)=(-x)"2+2(-x)+3
=XN2-2X+3

10 "5

5% K(x)=-f(x)=x"2-2x-3

\
1
1
1
\
1
)
|}
\
]
1

*

Ejemplo 68. Dada la gréfica de f(X)=x?+x+2; grafiqgue h(x)=-x?-x-2 y Kk(X)=x?-x+2

Solucion: E @

EQ

%)

@ O ¢

b ¢ £KEO

y12%)

"I "HH&"Hd1 THTHT cod;

"I "HH@Hd THTHT cod
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Ejemplo 69. Dada la gréfica f(x)=x3-2x?+4; grafique k(x)=(-x-4)3-2(-x-4)?+1

Solucién: Como se observa, en esta grafica hay desplazamiento horizontal, vertical y

refl exi

N

en

Lo primero es

EQ %]

X-4 =0

¢ 9

Ay o.

g r a f :ig@)afEx)=(-x¥-2(rx)é+#%;| géx)=-a3+4 e n
Sobre ésta reflejada se hacen los desplazamientos vertical y horizontal.

T

Y4; wde 4 para llegar a 1 se le resto 3; es decir la grafica se desplazo 4

unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia abajo.

4

P
«
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() = (—x ~ 4)” —2 (—x— 4)2 +al
1

1
)
1
1
1
1
1
1

*G

gla) = —a

—T

Ejemplo 70: Dada la grafica siguiente

_f(m)::c2—|—m—|—2

Grafique Q®

f(a:):mz—l—:c—l—Z

4 5 5} 7 8
-1
. "’O:?u‘
W o w X \
,' -3 ‘\‘
l" “
Solucion: Esta grafica tiene reflexion s 4y gl@)=—2*—"2+2
en Axo0 y despl azami / !
vertical
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Segundo; a partir de la reflejada

"Qw W w ¢ sehacenlos
desplazamientos:
Qw W o W o ¢ O UL

Obsérvese que ésta es la reflejada,

pero donde estg§8 | a

Ax+30; entonces tei

Qo ®w o W 0 ¢

° P e N
4————————

f(w):;c2+;c+2

Ejiemplo 71. Dada la grafica

"Qw  Vw; grafique

Qo WMo ® ¢
Solucién: En esta grafica hay

desplazamiento horizontal, vertical vy

reflexi -n en Ayo.

Grafico lareflejad a e N'Qaii y I ©; Y

luego se le hacen los dos desplazamientos.

5
e KO = (3-)M(1/2) +2 ]
-..-.
-h,..
--iihn 4<
.‘~
h~‘
i
~
-~
3 Sy
LS
~§
g0 = (-CNM1172) A
~ 2] v
~~‘
h~~..
-~
-~
-
.io 1
*~‘ f(x) = X0(1 7 2)
-~
A
0
4 3 2 1 0 1 2 3 4

Paragraficar Qo WMo ® ¢N3x=0, Y x=3;
para llegar a 2 se le sumo 2; es decir la gréfica se
desplazé 3 unidades hacia la derecha y 2 unidades hacia
arriba.
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Gy
Mo @ ¢y (OIlo

Ejemplo 72. Dada la gréafica de Qw

Grafique: (&) h @ Mo o T

Solucién: @ ko W o £ @ "l "HHIE"Hdi iHTHI ¢dd Primero graficamos la curva
refl ejada en el eje Ay
4
1
k() = (a)? :
---nﬁ-h‘.“ 2
ﬁ“‘~~~1 1
A . — | D
I o f(;r) = |22
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5
_1 1
e —
Ya con |la curva reflejada en el eje Niyod, l e hacemo
0 o (Desplazamiento horizontal)
u (Desplazamiento vertical)
| h(x) = (—x[F3)r 42| °
~~~~~~~~~~~~~~~~~ 5
........ 4l
1 s S
------ klz) = (=x)* 3
-.-.-h..--"'-.-.-- 2_ \‘
ﬂt"th“.“_] l
Y e |
I I T e o f(;r) =
)y 8 v 6 -5 4 -3 -2 -1 (01 2 3 4 5
_1 4
e —
(b) t no  AD "I "HHIE el THTHI ¢dd Primero graficamos la curva reflejada en
el eje AxO0.
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con |l a curva

refl ejada

en

0 (Desplazamiento horizontal)

(Desplazamiento vertical)

100
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Eiemplo 73. Dada la grafica : LL
f(x)=2(x+2)*-3(x+2)?-5; grafique 1k(X)=2(-x-3)4813(-x-3)"2-1
1 .
1
1

k(x)=2(-x-3)*-3(-x-3)*-1 g(x)=2(-xi+2+)A3-3(-x+2)f~2-5

Solucién: En esta grafica hay i

4
f(x)=2(x+2!#3-3(x+2)"2-5

0

desplazamiento horizontal, vertical y

reflexi-n en fAyo.

1
|
Q
1
1
1
1
1
1

Grafico | a rgd=Rei2gda ¢ 3

)
)
\

x+2)?-5; y luego se le hacen los dos
desplazamientos.

Para graficar k(x)=2(-x-3)3-3(-x-3)>-1N hay
gue tener en cuenta que 1 x+2 para llegar a i
x-3 se le tuvo que agregar a i x+2, -5
unidades; es decir, cada punto se desplazé 5
unidades hacia la izquierda; y de -5 para llegar

a -1 se le sumo 4; es decir la gréfica se

desplazé 4 unidades hacia arriba.

Ejemplo 74. Dada la grafica
f(x)=-3(-x+2)3+2(-x+2)+1; grafique
K(X)=-3(x-2)3+2(x-2)2-2

Solucién: En esta grafica hay desplazamiento

horizontal, vertical vy

Grafico | a reflejada en
g(X)=-3(x+2)3+2(x+2)>+1; y luego se le hacen los
dos desplazamientos.

Para graficar k(x)=-3(x-2)*+2(x-2)>-2N hay que
tener en cuenta que x+2 para llegar a x-2 se le

tuvo que agregar a x+2, -4 unidades; es decir,

cada punto se desplaz6 4 unidades hacia la
derecha; y de +1 para llegar a -2 se le resto 3; es
decir la gréfica se desplazé 3 unidades hacia

abajo.
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