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CAPITULO I: DESIGUALDADES Y VALOR 

ABSOLUTO 

 

OBJETIVOS  

 

ü Resolver desigualdades con una variable y representar su solución en la recta numérica 

o empleando la notación de intervalos. 

ü Resolver desigualdades que involucren  valor absoluto.  

ü Modelarsituaciones problemas en términos de desigualdades. 

ü Clasificar cierta cantidad de datos acerca de una medida de acuerdo a una relación de 

orden,  para luego interpretar en el lenguaje habitual su significado.  

ü Identificar en las relaciones de orden las diferentes jerarquías que se dan en ciertas 

organizaciones sociales. 

 

DIAGNÓSTICO 

 

Para éste capítulo es fundamental que el estudiante logre resolver ecuaciones en una 

variable; que sepa factorizar y conozca muy bien la recta real. Con el diagnóstico 

observaremos si esto ocurre. 

 

1. Resolver para la letra indicada:    

(a)   r
r

rla
S ;

1-

-
=           (b)   x

x

x
;1

2

2
=

-

-
      (c)   x

x

x
;0

2

2
=

-

-
 

(d)   x
x

x
;2

2

2
=

-

-
            (e)    t

t
g ;

4
2

2p
=          (f)   ( ) rhrrA ;2 +=p  

2. Señalar en la recta de números reales y representar el conjunto con la notación de 

intervalo.  { } { }3/0/ ²ÇÏ xxxx  

3. Efectuar aplicando productos notables   ( )22 43 +- xx  

4. Factorice lo máximo: a) xxxx 405815 256 --+  

                                       b)
2222 244 babxyyax -+-+-  

5. Obtener el conjunto solución completando el cuadrado:  
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0623 2 =-- xx  

6. Resolver    01
3

52 =++
x

x   por la fórmula cuadrática 

7. Resolver    0352 3
1

3
2

=-- xx  

8. Resolver    02232 =---+ xx  

 

1.1. LA RECTA REAL 

Para representar el conjunto de los números reales usamos un sistema de coordenadas que 

se llama la recta real. El número real que le corresponde a un único punto en particular de 

la recta real se llama la coordenada de este punto. El punto de la recta que corresponde al 

cero se llama origen de la recta real. A la izquierda del origen se ubica los números negativos 

y a la derecha los números positivos. 

 

1.2. DESIGUALDADES O INECUACIONES 

En esta unidad analizaremos una nueva propiedad de los n¼meros reales y es la que ñEL 

CONJUNTO DE LOS NĐMEROS REALES ES ORDENADOò. Esto significa que si sobre una 

l²nea recta colocamos dos n¼meros ñaò y ñbò, tales que ñaò est§ a la izquierda de ñbò, esto 

significa que ñaò es menor que ñbò o que ñbò es mayor que ñaò. 

 
 
Para introducir este concepto de orden, se han creado una serie de símbolos así: 

>Mayor que Ý  x > y  (se lee: x es mayor que y) 

< Menor que Ý  x < y  (se lee: x es menor que y) 

²  Mayor o igual que Ý x > y  (se lee: x es mayor o igual que y) 

<  Menor o igual que Ý x < y  (se lee: x es menor o igual que y) 

A estos símbolos se le llaman signos de desigualdad y a las expresiones algebraicas que 

contengan estos símbolos se les llaman DESIGUALDADES y sus soluciones se representan 

en forma de intervalos. (Ej. x + 5 > 4, x2< 6, 2 > x2 + 4) 

 

Si escribimos x < 4, queremos indicar que x está a la izquierda de 4 en la recta numérica. Y 

si escribimos x > 3, queremos indicar que x está a la derecha de 3 en la recta numérica. 
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1.2.1. PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES. El álgebra para operar las 

desigualdades es la misma que se utiliza en las expresiones algebraicas conocidas hasta el 

momento. La única diferencia radica en que, si multiplicamos o dividimos ambos miembros 

de una desigualdad por un mismo número NEGATIVO, la desigualdad CAMBIA de sentido. 

Ejemplo 1. 4
3

12

3

3
123 ->Ý

-
>

-

-
Ý<- x

x
x  

 

 

      Reglas de las    

       Desigualdades 

 

 

 

Regla 1: Si tengo una desigualdad y le sumo una misma cantidad en ambos miembros de 

la desigualdad, el sentido de la desigualdad no cambia. 

 

 

 

 

Regla 2: Si tengo dos desigualdades con el mismo sentido, al sumar las partes        izquierdas 

y las partes derechas, el sentido de la desigualdad no me cambia. 

 

 

 

 

Regla 3: Si tengo una desigualdad y multiplico ambos miembros por una cantidad positiva, 

el sentido de la desigualdad no me cambia. 

 

 

 

 

Regla 4: Si tengo una desigualdad y multiplico ambos miembros por una cantidad negativa, 

el sentido de la desigualdad me cambia. 

1. Si a < b, entonces a +c < b+ c 

2. Si a < b y c < d, entonces a + c < b + d 

3. Si a < b y c > 0, entonces ac < bc 

4. Si a < b y c < 0, entonces ac > bc 

5. Si 0 < a < b, entonces 1/a > 1/b 

 

4<10                o                        17>10 

4+ (-2) <10+ (-2)                      17+5>10+5 

2 < 8                                           22 > 15 

 

5 > 3     +                     o                               7< 1  + 

4 > 2                                                             5< 8 

9> 5                                                            12 < 9 

5< 60                o                   -7 > -12 
5. (+2) <60. (+2)                   -7. (+5) > -12. (+5) 

10 < 120                                -35 > -60 
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Regla 5: Si tengo una desigualdad con dos cantidades positivas, los inversos multiplicativos 

de dichas cantidades me cambian el sentido de la desigualdad 

 

 

 

1.2.2. INTERVALOS. Un intervalo es otra forma de representar un conjunto de números, en 

el cual basta con nombrar entre un corchete ó paréntesis al número menor y al mayor. 

Quedando representado así todo el conjunto de números que se encuentran entre estos dos 

números. 

 

 

 

 

 
CLASES DE INTERVALOS 

 

¶ Intervalos abiertos. Son aquellos intervalos en los cuales los extremos derecho e 

izquierdo no pertenecen al conjunto de números que representa un intervalo. Esta forma 

de intervalos se representa de la siguiente forma: (a,b) 

 

Ejemplo 2. El conjunto  { }83/ <<= xxA , contiene todos los números reales 

comprendidos entre 3 y 8, pero no incluye ni el 3 ni el 8. Se denota (3,8) y se represente 

gráficamente: 

 

¶ Intervalos cerrados. Son aquellos intervalos en los cuales los extremos derecho e 

izquierdo si pertenecen al conjunto de números que representa el intervalo. Esta forma 

de intervalos se representa de la siguiente forma : [a, b] 

 

Ejemplo 3. El conjunto { }83/ ¢¢= xxB  , contiene todos los números reales 

comprendidos entre 3 y 8, incluyendo al 3 y al 8. Se denota [3, 8] y se representa 

gráficamente: 

 
(a, b) 

 
 
 

Extremo izquierdo.         Extremo derecho. 
 
 
 
 
 
 

5< 60                o                   -7 > -12 

5. (-2)>60. (-2)                   -7. (-5) < -12. (-5) 

- 10 > -120                                35 < 60 

0 < 5 < 8, Ý
8

1

5

1
>  
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¶ Intervalos semiabiertos o semicerrados. Son aquellos intervalos en los cuales los 

extremos derecho o izquierdo pertenecen al conjunto de números que representa el 

intervalo, pero no ambos extremos a la vez. Esta forma de intervalos se representa de la 

siguiente forma: (a, b] o [a, b). 

 

Ejemplo 4. El conjunto  { }83/ <¢= xxC , contiene todos los números reales 

comprendidos entre 3 y 8, incluye al 3 y no incluye al 8. Se denota [3,8) y se representa 

gráficamente: 

 

Ejemplo 5. Resolver la desigualdad   571 +<+ xx  

Solución: La desigualdad dada se cumple para algunos valores de x, pero para otros no. 

Resolver una desigualdad significa determinar el conjunto de números x para los cuales la 

desigualdad es cierta. A este conjunto se le llama conjunto de solución. Primeramente 

sumamos -1 de ambos miembros de la desigualdad (usando la Regla 1 con 1-=c ):  

( ) ( )15711 -++<-++ xx 47 +<Ý xx  

Luego se suma - 7x de ambos miembros (Regla 1 con xc 7-= ): 

( ) xxxxxx <-Ý-++<-+ 6747)7(  

Ahora multiplicamos ambos miembros por  - 1/6  [Regla 4 con  c = - 1/6] 

ö
÷

õ
æ
ç

å-
>ö
÷

õ
æ
ç

å-
-

6

1
.4

6

1
.6x Ý

3

2
->x  

Todos estos pasos se pueden seguir en sentido inverso, así que el conjunto solución está 

formado por todos los números mayores que 

3

2
-

.  

En otras palabras, la solución de la desigualdad es el intervalo ),
3

2
( ¤- . 

Ejemplo 6. Resolver las desigualdades 13234 <-¢ x . 

Solución: En este caso, el conjunto solución consta de todos los valores de x que satisfacen 

ambas desigualdades. Aplicando las reglas de las desigualdades, vemos que las 

desigualdades siguientes son equivalentes: 

13234 <-¢ x ;         1536 <¢ x   (se suman 2) 
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52 <¢x    (Se dividen entre 3).   Por lo tanto, el conjunto solución es [ 5,2 ). 

 

Ejemplo 7. Resolver 73412 +¢-¢+ xxx  

Solución: En este caso, lo primero es resolver las desigualdades por separado. 

3412 -¢+ xx y 734 +¢- xx  

x24¢ y 103 ¢x ;   Ý
3

10
2 ¢¢ xyx  

Puesto que x debe satisfacer ambas desigualdades,      

3

10
2 ¢¢x

 

De modo que el conjunto solución es el intervalo cerrado 

ùú

ø
éê

è

3

10
,2

. 

 

Ejemplo 8. Hallar la intersección de los conjuntos solución de las desigualdades: 

x523 -¢-   y  1252 ¢- x  

Solución: Ý¢-¢- 12523 x 21225223 -¢--¢-- x  

5

10

5

5

5

5
1055

-
²

-

-
²

-

-
Ý¢-¢-

x
x 21 -²²Ý x ,  

12 ¢¢-Ý x                              Solución: [-2, 1] 

 

1.3. DESIGUALDADES DE 2  ̄O MÁS. 

Cuando la desigualdad es de 2º grado o más, procedemos así: 

a. Desigualamos a cero. 

b. Tratamos de factorizar. 

c. Hallamos las ra²ces (los valores de la variable donde cada factor se hace ñceroò), y los 

colocamos en la recta numérica. 

d. En la recta numérica voy a tener ñnò intervalos, de los cuales voy a analizar el que quiera, 

tomando un valor de la variable ñdentroò del intervalo y reemplazando en la desigualdad 

desigualada a cero y factorizada (preferiblemente tomo el valor de ñceroò por ser m§s 

fácil de reemplazar). 

e. Observo si me resulta una cantidad positiva (+) ó negativa (-) y si satisface la 

desigualdad; entonces dicho intervalo si satisface o no. 

f. Los demás intervalos van a satisfacer intercaladamente: si, no, si... 

g. La solución es la unión de los intervalos donde est§n los ñsiò 

 

Ejemplo 9. Hallar el conjunto solución de la desigualdad 62 +<xx  
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Solución: 

 
 

 Supongamos: x = 0 en (a) Ý (-3) (2) < 0;    -6 < 0   ¡sí! 

Solución: (-2, 3) 

 

Ejemplo 10. Hallar el conjunto solución de la desigualdad: 

( )( )( ) 0532 ²-+- xxx  

Solución: 

 

 

Suponiendo x = 0 en (a): Ý  (-) (+) (-) > 0 

                                                        (+) > 0    sí; Ý  solución: [-3,2] U [5,¤) 

NOTA: si una raíz está repetida, se coloca las veces que éste en la recta numérica; entonces 

habrá intervalos ficticios. 
 

Ejemplo 11. Resolver la desigualdad ( )( ) 032
2

>+- xxx  

Solución:  

 

Suponiendo x = 1 en (a): Ý (+) (-)2 (+) > 0     

                                            + > 0 sí Ýsolución: (-¤,-3) U (0,2) U (2,¤) 

Ejemplo 12. Resolver ( )( ) 032
2

²+- xxx  

Solución:    



CALCULO DIFERENCIAL.  JUAN GUILLERMO 

ARANGO. GRUPO GNOMON 

 

8 

 

 
 

Solución:(-¤,-3] U [0,¤) 

 

NOTA: Si una desigualdad de 2º grado, después de haberse desigualado a cero no es 

factorizable; se aplica la fórmula general para hallar las raíces reales (si las hay) y se colocan 

en la recta numérica. Si resultan raíces imaginarias, la solución son todos los reales, o no 

hay solución. 

Ejemplo 13. Resolver la desigualdad    x2 + 5x ï 2 > 0 

Solución:  x2+ 5x ï 2 > 0 Ý ( x + ? ) ( x -?) > 0 

 

 

Suponiendo x = 0 en (a): Ý (+) (-) > 0 

                    (-) > 0 ¡no!, Ý Solución: (-¤, -5.37) U (0.37, ¤) 

 

Ejemplo 14. Resolver la desigualdad 2x2 ï 3x + 5 < 0 

Solución:    ix ....
)2(2

)5)(2(493
=

-°
=  

Suponiendo x = 0 en la desigualdad original: 0 ï 0 + 5 < 0 ¡no!  

Ý Solución: Ø 

 
Ejemplo 15. Resolver 2x2 ï 3x + 5 > 0 

Solución: ix ....
)2(2

)5)(2(493
=

-°
=  

Suponiendo x = 0 en la desigualdad 

  Original: 0 ï 0 + 5 ² 0 ¡sí!    Ý      Solución:{x: x ÍR} 
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NOTA: Cuando la desigualdad tiene denominador variable, se desiguala a cero y se hace 

todo el procedimiento anterior, teniendo en cuenta que una cantidad dividida cero no existe; 

o sea que en las raíces del denominador los intervalos son abiertos.  

 

Ejemplo 16. Resolver 

I
3

14

0

¢
-

¸x

x

x  

Solución:

J

I
0

1
0

314
03

14

0

1

¢
-

Ý¢
--

Ý¢-
-

=

=

x

x

x

x

x

xx

x

x
 (a) 

 Suponiendo x = 2 en (a) Ý

+

+
< 0;  + < 0  ¡no!   

 

Ý Solución:(0 ,1 ] 

 

Ejemplo 17. Resolver 
I I

53

5

4

3

)2(

-̧-̧

+

-
²

+

-

xx

x

x

x

x
 

Solución:    

( )( )
0

53

12341025
0

5

4

3

2 22

²
++

+-+---+
Ý²

+

-
-

+

-

xx

xxxxx

x

x

x

x x  

Ý
I I

0

53

24

53

2/1

²

öö
÷

õ
ææ
ç

å
+öö

÷

õ
ææ
ç

å
+

+

-=-=

-=

xx

x

xx

x
,+*

  (a)                    

 

Suponiendo x = 0 en (a):  
()
()()++
+

> 0 ¡sí!Ý   Solución:(-5,-3) U [-½,¤) 
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1.4. EL VALOR ABSOLUTO 

 

El valor absoluto de un número a, denotada con el s²mbolo ȽaȽ, es la distancia que hay de a 

á 0 en la recta numérica real. Las distancias siempre son positivas o 0, así que tenemos. 

                                     Ƚ a Ƚ > 0 para todo número a 

Por ejemplo: 

Ƚ3Ƚ = 3         Ƚ-3Ƚ = 3      Ƚ0Ƚ = 0      Ƚ2 -1Ƚ = 2-1    Ƚ3 - ˊȽ = ˊ ï 3.    

En general, tenemos        

 

(Recuerde que si a es negativo, entonces ïa es positivo). 

Recuerde que el símbolo significa ñla ra²z cuadrada positiva deò. As² que r = .s indica 

que s2 = r y s > 0. Por lo tanto, la ecuación 
2a = a no es siempre cierta; sólo lo es cuando 

a> 0. Si a < 0, entonces ïa> 0, por lo que 
2a  = -a. De la ecuación (3), se infiere entonces 

la ecuación. 

 

La cuál es válida para todos los valores de a.Resumiendo:  

 
 

1.4.1. PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO 

Supongamos que en ñaò y en ñbò son n¼meros reales cualesquiera y que ñnò es un entero. 

Entonces: 

 

 

 

 

Por lo general es muy útil emplear las proposiciones siguientes para resolver ecuaciones o 

desigualdades que incluyen valores absolutos; 

 

1. baba .. =       2. 0, ¸= b
b

a

b

a
 

3. nn aa =          4. aaa ¢¢-  
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Desigualdad triangular Ý  

 
 

Demostración:  aaa ¢¢-   y   bbb ¢¢-         (Propiedad 4) 

( ) bababa +¢+¢+-Ý   (Adición) 

( ) ( ) bababababa +¢+Ú+¢+¢+-Ý  (Propiedad 6)  

 

Nota: cuando se tiene 1
)(

)(
)()( ¢Ý¢

xg

xf
xgxf  

1
)(

)(
¢Ý

xg

xf  (Propiedad 2), luego se aplica propiedad 6          

  Cuando se tiene Ý²Ý² 1
)(

)(
)()(

xg

xf
xgxf 1

)(

)(
²

xg

xf
(propiedad 2), luego se 

aplica propiedad 7 
 
 

Ejemplo 18. Resolver 352 -=+x  

Solución: no hay solución. 

 

Ejemplo 19. Resolver  352 =+x
 

2x + 5 = 3 Ýx = -1 

Solución: 352 =+x
 
Ú     2x + 5 = -3 Ýx = -4 

baba +¢+  

             5. )()()()( xgxfxgxf °=Ú=  

                                            cte. o variable; Ý  g(x) > 0 

            6. )()()()()( xgxfxgxgxf ¢¢-Ú¢  

                                                                     Ø 

                                                                             Intersección. 

           7. )()()()()()( xgxfxgxfxgxf -¢Ù²Ú²  

                                                                               Unión 
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Ejemplo 20. Resolver 5233 -=- xx  

 
Solución: 2xï 5 > 0 Ýx > 5/2       

 

 

 
No satisfacen: no están dentro del intervalo x > 5/2  Ÿ  No hay solución. 

 

Ejemplo 21. Resolver 5233 +=- xx  

 

Solución: 2x + 5 > 0 Ýx > -5/2 

 

Ejemplo 22. Resolver 23¢-x  

Solución:  32333223223 +¢+-¢+-Ý¢-¢-Ú¢- xxx  

51 ¢¢Ý x Solución: []5,1Íx  

 

Ejemplo 23. Resolver 32>+x  

Solución:  323232 -<+Ù>+Ú>+ xxx  

1>x 5-<Ùx  

 

Ejemplo 24. Resolver 5
2

32
²

+

-

x

x
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Solución:  5
2

32
5

2

32
²

+

-
Ú²

+

-

x

x

x

x
     o      5

2

32
-¢

+

-

x

x
 

Ý 0
2

10532
05

2

32
²

+

---
Ý²-

+

-

x

xx

x

x     o      0
2

10532
05

2

32
¢

+

++-
Ý¢+

+

-

x

xx

x

x

 

 
 

 
 
 

Supongamos: x = 0 en (a) ­
+

-> 0 no;   x = 0 en (b) ­
+

+< 0  ¡no!. 

 

Ejemplo 25. Resolver 43 +¢- xx  

Solución:  1
4

3
43 ¢

+

-
Ý+¢-

x

x
xx Ý¢

+

-
Ý 1

4

3

x

x
1

4

3
1 ¢

+

-
¢-

x

x
4

3
1

+

-
¢-Ý

x

x

Ø 1
4

3
¢

+

-

x

x 1
4

3
0 +

+

-
¢Ý

x

x
Ø 01

4

3
¢-

+

-

x

x

 

 

 

 

Supongamos: x = 0 en (a) 0²
+

+
­    sí;     x = 0 en (b) 0¢

+

-
­    sí. 
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Ejemplo 26. Resolver 1-²xx  

Solución: 1
1
²

-x

x
Ú²

-
Ý 1

1x

x
1

1
²

-x

x Ù 1
1
-¢

-x

x  

01
1
²-

-x

x Ù 01
1
¢+

-x

x
 

 

 

Supongamos: x = 0 en (a) 0²
-

+
­   no;    x = 0 en (b) 

0¢
-

-
­

  ¡no! 

Solución: xÍ[ 1/2,¤)       Nota: En la desigualdad original x =1 satisface 

 

Ejemplo 27. Resolver 332 -²+ xx  

Solución: 332 -²+ xx Ú 332 -²+ xx Ù 332 +-¢+ xx  

 
                                                       Solución: xÍR 
 
Ejemplo 28. Describir y dibujar las regiones dadas por los siguientes conjuntos: 

    (a) {(x, y)/x > 0} ;      (b) {(x, y)/y = 1}    (c) {(x, y)/ I y I <1} 

 

Solución: 

(a). Los puntos cuyas abscisas son 0 o positivas se encuentran en el eje Y o la derecha de 

él. Figura a. 
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(b). El conjunto de puntos cuyas ordenadas es igual a 1 es una recta horizontal situada una 

unidad arriba del eje X. Figura b. 

(c). Recuerde que I y I < 1 si y sólo si ï1 < y <1. 

La región dada está formada por los puntos del plano cuyas ordenadas están entre ï1 y 1. 

Por lo tanto, la región consta de todos los puntos comprendidos entre (pero no en) las rectas 

horizontales  

Y = 1 y Y = -1. (Estas rectas se muestran con trazo interrumpido en la figura c. Para indicar 

que los puntos pertenecientes a ellas no forman parte del conjunto). 

 
  

 
 
 
1.5. EJERCICIOS PROPUESTOS 
 

En los ejercicios 1 a 6 reescriba cada expresión sin emplear el símbolo de valor absoluto. 

1. 235-    R/ 18           2. p-      R/ p                  3. 55-       R/ 55-  

4.  2-x  si x < 2     R/  2 ï x        5. 1+x        R/ 1+x =      x +1 para x > -1 

                                                                                              -x ï1 para x < -1 

6. 12+x       R/ x2 + 1                     

 
Resuelva las siguientes desigualdades dadas en los ejercicios 7 al 23 en términos de 
intervalos e ilustre los conjuntos solución en la recta numérica real. 

7. 372 >+x       R/ ( )¤- ,2        8. 21 ¢-x          R/ [ )¤-,1  

9.  8512 -<+ xx       R/ ( )¤,3
     10. 7521 <-<- x            R/ ( )6,2  

11. 110 <-¢ x       R/ ( ]1,0           12. 23124 +¢+< xxx         R/ [ )
2

1,1-  

13. 6231 -²-²- xxx     R/ [ ]3,2    
14. ( )( ) 021 >-- xx  

R/( )( )¤¤- ,21, 8      

15. 12 2 ¢+xx R/  [ ]2/1,1-            16. 012 >++xx          R/ ( )¤¤- ,  

17. 32<x R/ ( )3,3-          18. 023 ¢-xx          R/( ]1,¤-  
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19. xx >3
     R/ ( )( )¤- ,10,1 8        20. 4

1
<

x
      R/ ( )( )¤¤- ,4/10, 8  

21. x
x
<

4        R/( )( )¤- ,20,2 8           
22. 3

5

12
<

-

+

x

x
      R/  ( )( )¤¤- ,165, 8  

23. 0
1

1
2

2

²
+

-

x

x   R/  ( ][ )¤-¤- ,11, 8  

24.  La relación entre las escalas de temperatura Celsius y Fahrenheit está dada por C = 5/9 

(F ï 32), en donde C es la temperatura en grados Celsius (o centígrados) y F es la 

temperatura en grados Fahrenheit. ¿Qué intervalo de la escala Celsius corresponde a la 

gama de temperatura 9550 ¢¢F ? 

  R/ 3510 ¢¢C  

25. Cuando el aire seco se desplaza hacia arriba se dilata y se enfría a razón de 

aproximadamente 1 ºC por cada 100 m de elevación hasta aproxim. 12 Km.  

a. Si la temperatura a nivel del suelo es 20 ºC, obtenga una fórmula para la temperatura 

correspondiente a la altura h.R/ T = 20 ï 10 h. 120 ¢¢h  

b. ¿Qué gama de valores de la temperatura se puede esperar si un avión despega y alcanza 

una altura máxima de 5 Km? R/   CTC 00 2030 ¢¢-  

Resuelva la ecuación dada para determinar x en cada uno de los ejercicios: 

26. 32 =x      R/ 

2

3
°

     

27. 123 +=+ xx          R/ 

3

4
,2-  

Resuelva cada una de las desigualdades dadas en los ejercicios 28 al 34. 

28. 3<x       R/ ( )3,3-      29. 14<-x           R/  ( )5,3  

30. 25²+x      R/  ( ][ )¤--¤- ,37, 8        31. 4.032 ¢-x      R/ [ ]7.1,3.1  

32. 41 ¢¢x      R/ [ ][ ]4,11,4 8--            
33. 1->xx            R/ 

ö
÷

õ
æ
ç

å
¤,

2

1  

34. 1
2

<
+x

x
       R/ ( )¤-,1  

En los ejercicios dibuje la región dada en el plano XY. 

35. ( ){ }0/, <xyx             36. ( ){ }0/, ¢xyyx            37. ( ){ /, yx }2¢x  

38. ( ){ }240/, ¢¢¢ xyyyx
          39. ( ){ /, yx }xyx 211 -¢¢+
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CAPITULO II: RELACIONES Y FUNCIONES 

 
OBJETIVOS  

 

ü Representar gráficamente información dada mediante una tabla de valores. 

ü Representar gráficamente una función a partir de una expresión analítica sencilla. 

ü Determinar el dominio y rango de funciones reales. 

ü Dada la gráfica de una relación , establecer si la relación es funcional. 

ü Dadas dos funciones, hallar la función suma, la función producto, la función cociente y la 

función compuesta. 

ü Incorporar al lenguaje y modos de argumentación habituales las distintas formas de 

expresión matemática: gráfica, lógica, algebraica, con el fin de comunicarse de manera 

precisa y rigurosa. 

ü Utilizar técnicas  para obtener datos sobre  situaciones problema variados y  representar 

dicha información en forma gráfica y numérica y formarse  juicios sobre la misma. 

ü Desarrollar en el estudiantes capacidad de diferenciar representaciones gráficas de las 

funciones y los fenómenos sociales. 

 
 
DIAGNÓSTICO 

Grafique las siguientes ecuaciones:   a)  3
3

2
+-= xy  

                                                             b)  0632 =+- yx  

                                                             c)  034 =+x  

                                                             d)   035 =-y    

                                                             e)  05323 2 =+-+ yxx  

                                                             f)  27181233 22 -=-++ yxyx  

                                                              g)  011161849 22 =-+-+ yxyx  

                                                              h)  043161849 22 =---- yxyx  
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2.1. FUNCIONES 

El concepto de función es una de las ideas fundamentales en matemáticas. Casi cualquier 

estudio que se refiera a la aplicación de las matemáticas a problemas prácticos o que 

requiera el análisis de datos empíricos emplea este concepto matemático. 

Una función expresa la idea de que una cantidad depende o está determinada por otra. Los 

ejemplos siguientes aclaran ésta idea: 

1. El área de un círculo depende de la longitud de su radio. Si se conoce la longitud de su 

radio, podemos determinar el área.  

      Ý A=f(R). 

2. El costo unitario de producir cualquier artículo, depende del número de artículos 

producidos. Ý Cu = f(x). 

3. Las prestaciones otorgadas por el sistema de seguridad social de un país, depende de 

su tasa de desempleo. 

4. El poder adquisitivo de la moneda depende del índice del costo de la vida. 

5.                   : Utilidad = Ingreso ï Costos. 

Pero si ñxò es el n¼mero de art²culos que produce y vende una empresa; y los ingresos 

dependen de ñxò, o sea que I es funci·n de ñxò (I = g(x)); y los costos tambi®n dependen 

de ñxò, o sea que C es funci·n de ñxò (C=h(x)); entonces las utilidades tambi®n dependen 

de ñxò; es decir: U = I ï C, Ý U = g(x) ï h(x), Ý U = f(x). 

https://www.youtube.com/watch?v=wcaknwkIVhM 

 

2.2. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN 

Sean X y Y dos conjuntos no vacíos. Una función de X en Y denotada por:  

f: X­Y  es una regla que se asigna a cada elemento xÍX una única yÍY (cuando cada 

elemento del conjunto de partida tiene una imagen y sólo una). 

De esta definición podemos concluir que las condiciones impuestas a una función debe 

ampliarlas sólo al conjunto X (conjunto de partida); es decir: 

V En X no puede sobrar elementos.  Todos tienen que estar relacionados con algún              

      elemento del conjunto Y. 

V Cada elemento del conjunto X sólo puede relacionarse con uno y sólo uno de Y. 

V ñyò es imagen de ñxò 

Dominio: Son los elementos del conjunto de salida que están relacionados. 

Rango: Son los elementos del conjunto de llegada que son ñim§genesò. 

Codominio: El codominio de una función son todos los elementos del conjunto de llegada, 

así estén o no estén relacionados con algún elemento del conjunto de partida. 

2RA p=  

U=I-C 

https://www.youtube.com/watch?v=wcaknwkIVhM
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Ejemplo 1.  

                       R                                              R                                           f 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       
 
 
 
 
       (ñ3ò no tiene imagen)            (ñ1ò tiene dos im§genes) 
 
 

2.3. ELEMENTOS DE UNA FUNCION 

 

2.3.1. DOMINIO. El dominio de una función son todos los elementos del conjunto de partida 

que están relacionados con los elementos del conjunto de llegada (B). O sea que el 

dominio de una función es todo el conjunto A. 

 

 1 

 

  2 

 

  3 

 

  4 

 

  5 

 

 

  6 

 

 

  7 

 

 

  8 

 

 

No Función 

 1 

 

 2 

 

 3 

 

 4 

 

 5 

 

 6 

 

      7 

 

     8 

 

      9 

 

     10 

 

     11 

 

No Función 

 1 

 

 2 

 

 3 

 

 4 

 

 5 

 

 

 

      6 

 

      7 

 

 

      8 

 

Función 

A 
A 

A B B 
B 

 

x 
 

 

 

 
y=f(x) 

    X                           f                              Y     

Conjunto de salida                                  Conjunto de llegada (codominio) 

  (Dominio)                                   Rango 
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2.3.2. CODOMINIO. El codominio de una función son todos los elementos del conjunto de 

llegada (B) así estén o no estén relacionados con algún elemento del conjunto de 

partida (A). 

 

2.3.3. RANGO. El rango o conjunto imagen de una función es el conjunto formado por 

aquellos elementos de (B) que estén relacionados al menos con un elemento del 

conjunto A. 

 
2.4. TIPOS DE FUNCIONES 
 

 

2.4.1. FUNCIONES INYECTIVAS. Una función es inyectiva o ñuno a unoò si y solo si cada 

elemento del Rango es imagen de un solo elemento del Dominio. 

Ejemplo 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

2.4.2. FUNCIONES SOBREYECTIVAS. Una funci·n es sobreyectiva o simplemente ñsobreò, 

si todo elemento de B es imagen de por lo menos un elemento de A, o sea, el Rango es igual 

al Codominio. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 4 

 

 5 

 

 6 

 

 7 

 

 2 

 

 3 

 

  4 

 

  5 

 

  6 

 1 

 

 2 

 

 3 

 

 4 

 

  5 

 

 1 

 

 2 

 

 

 3 

A        f         B A         f          B 

Inyectiva No Inyectiva 
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Ejemplo 3.  

 
Sobreyectiva                        no sobreyectiva 

 

2.4.3. FUNCIONES BIYECTIVAS. Una función es Biyectiva si y solo si es a la vez inyectiva 

y sobreyectiva. 

 
Ejemplo 4. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo 5: En los siguientes ejercicios hallar dominio y rango; cuáles son funciones o 

relaciones; si son funciones, que tipo de funciones: 

Soluciones: 

 
a.   

 
 
 
 
 
   
 
 
 

 

 0 

 

 1 

 

 2 

 

 3 

 

 

  1 

 

  2 

 

  3 

 

  4 

 

 1 

 

 2 

 

 3 

 

 4 

 

  0 

 

  1 

 

  2 

 

  3 

A     f            B                        A     f        B 
 

Biyectiva                               No Biyectiva 
 

A B 

a. 

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

g. 

h. 

i. 

 j. 

 
ñRelaci·nò, porque ñbò no 
tiene imagen. 

D = {a,c,d,e} 

R = {g,i,j} 
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b. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
d.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
e.  

    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ñRelaci·nò, porque ñcò 

tiene dos imágenes. 

D = {a,b,c,d,e} 

R = {f,g,h,i,j,k} 

A B 

a. 

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

g. 

h 

i. 

j. 

k
. 

A B 

a. 

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

g. 

h 

i. 

j. 

 

Funci·n ñinyectivaò 

D = {a,c,d,b} = A 

R = {f,e,h,j} 

 

A 
 

B 

a. 

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

g. 

h 

i. 

Funci·n ñsobreyectivaò 

D = {a,b,c,d,e} = A 

R = {f,g,h,i} = B 

 

A B 

a. 

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

g. 

h 

Funci·n ñbiyectivaò 

D = {a,b,c,d} = A 

R = {e,f,g,h} = B 
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f. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
https://www.youtube.com/watch?v=YQNLFc2JAIA 
 
2.5. OTROS TIPOS DE FUNCIONES 
 

2.5.1. FUNCIÓN INVERSA. Si la función f: A­B es biyectiva, entonces definiremos su 

función inversa f- -1: B­A de la siguiente manera: Para todo ñyò en B existe solamente un 

ñxòÍ A, tal que f--1 (y) = x. Para que una función tenga inversa, debe ser biyectiva 

Ejemplo 6. 

 
 
 

2.5.2. FUNCIÓN PAR. Se dice que una función es par si al cambiar la ñxò por ñ-xò, la 

función no cambia; es decir, es sim®trica con respecto al eje ñyò. f(-x)=f(x) (Mirar pág.  248) 

Para que una función sea par, basta con que todos los exponentes de "x" sean pares. 

 

Ejemplo 7. Sea Ὢὼ ώ ςὼ χὼ ψ,   cambiamos x por ïx; nos va quedando 

 Ὢ ὼ ώ ς ὼ χ ὼ ψ; Por lo tanto Ὢ ὼ ςὼ χὼ ψȟ (La función no cambio, 

luego es par) 

A B 

a. 

b. 

c. 

d. 

e. 

f. 

g. 

h 

i. 

Función  

D = {a,b,c,d} = A 

R = {e,g,i} 

 

https://www.youtube.com/watch?v=YQNLFc2JAIA
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2.5.3. FUNCIÓN IMPAR. Se dice que una función es impar si al cambiar la ñxò por ñ-xò y ñyò 

por ñ-yò, la función no cambia; o lo que es lo mismo, f(-x)=-f(x); es decir, es simétrica con 

respecto al origen. (Mirar pág.  248) 

Para que una función sea impar, debe cumplir una condición necesaria, más no suficiente, y es 

que todos los exponentes de "x" sean impares. 

 

Ejemplo 8.  A. Sea   Ὢὼ ώ ςὼ χὼ ψ   ¿Será impar? 

Veamos:  ώ ς ὼ χ ὼ ψȠ    ὲέί ὺὥ ήόὩὨὥὲὨέ  ώ ςὼ χὼ ψ 

Multiplico por -1: ώ ςὼ χὼ ψ  Ý (La función cambio, luego no es impar) 

B. Sea   Ὢὼ ώ τὼ ςὼ   ¿Será impar? 

Veamos:  ώ τ ὼσ ς ὼωȠ    ὲέί ὺὥ ήόὩὨὥὲὨέ  ώ τὼσ ςὼω 

Multiplico por -1: ώ τὼ ςὼ Ý (La función no cambio, luego es impar) 

                                https://www.youtube.com/watch?v=XRLR9iBRTps 

 
 
Criterio de la Recta Vertical 
 

  
Toda vertical me debe cortar la gráfica sólo en un punto como máximo para que sea función. 

 

Criterio de la Recta Horizontal:  Si al 

trazar una horizontal me corta la curva en 

dos partes ó más, la función (si es función), 

no será inyectiva. 

 

  

https://www.youtube.com/watch?v=XRLR9iBRTps
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Ejemplo: Estas gráficas serán ¿Función o 

 
                   Relación 

Relación? 
 
 
 

 
 

Función 
 

Ejemplo 9. Decir cuáles son funciones ó relaciones, y que tipo de funciones; y decir cuál es 

el dominio y cuál el rango. 

Tener en cuenta para este ejercicio la siguiente condición: 

xÍX Ì/R ­ y Í/R  y = ¥(x) 

 
Conjunto de partida dado gráficamente. 
 
a) 

 

 
ñyò es una funci·n de ñxò 

 

{ }10/ ²Ç¢= xxxD  

{ }1/ ²= yyR  

  

 
b) 

 

 
Función Inyectiva 

 
D = {x: x Í 1.5} 
R = {y: y Í 1} 

 
https://www.google.com.co/searc
h?q=asintotas+de+una+funcion+
matematica&oq=As%C3%ADntot
as+en+una+funci%C3%B3n+mat
ematica&aqs=chrome.1.69i57j0.1
4861j0j7&sourceid=chrome&ie=U
TF-8 
 

  

https://www.google.com.co/search?q=asintotas+de+una+funcion+matematica&oq=As%C3%ADntotas+en+una+funci%C3%B3n+matematica&aqs=chrome.1.69i57j0.14861j0j7&sourceid=chrome&ie=UTF-8
https://www.google.com.co/search?q=asintotas+de+una+funcion+matematica&oq=As%C3%ADntotas+en+una+funci%C3%B3n+matematica&aqs=chrome.1.69i57j0.14861j0j7&sourceid=chrome&ie=UTF-8
https://www.google.com.co/search?q=asintotas+de+una+funcion+matematica&oq=As%C3%ADntotas+en+una+funci%C3%B3n+matematica&aqs=chrome.1.69i57j0.14861j0j7&sourceid=chrome&ie=UTF-8
https://www.google.com.co/search?q=asintotas+de+una+funcion+matematica&oq=As%C3%ADntotas+en+una+funci%C3%B3n+matematica&aqs=chrome.1.69i57j0.14861j0j7&sourceid=chrome&ie=UTF-8
https://www.google.com.co/search?q=asintotas+de+una+funcion+matematica&oq=As%C3%ADntotas+en+una+funci%C3%B3n+matematica&aqs=chrome.1.69i57j0.14861j0j7&sourceid=chrome&ie=UTF-8
https://www.google.com.co/search?q=asintotas+de+una+funcion+matematica&oq=As%C3%ADntotas+en+una+funci%C3%B3n+matematica&aqs=chrome.1.69i57j0.14861j0j7&sourceid=chrome&ie=UTF-8
https://www.google.com.co/search?q=asintotas+de+una+funcion+matematica&oq=As%C3%ADntotas+en+una+funci%C3%B3n+matematica&aqs=chrome.1.69i57j0.14861j0j7&sourceid=chrome&ie=UTF-8
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c) 

 

 
ñyò no es funci·n de ñxñ 

D = { x: x² 0 } 

R = { y Í R } 
 

d) 

 

 
 
 
 
ñYñ es una funci·n de ñxò 

D = {x Í R} 

R = {y : y ² 2 } 

 
e) 

 

 
 
 

Función biyectiva 

D = { x Í R } 

R = { y Í R } 
 

f) 

 

 
 
 
 
ñyñ  no es funci·n de ñxñ 

D = { x : x ² -3 } 

R = { y : y Í R } 
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g)  

 

Función 

D = { x Í R } 

R = { y : y ² -1} 
 

 
h) 

 

 
 
 
 
 

 
Funci·n ñSobreò 

D = { x Í R } 

R = { y Í R } 

 
i) 

 

 

 
 
 
 
ñyò  no es una funci·n de ñxò 

D = { x : -3 ¢ x ¢ 3} 

R = { y : -3 ¢ y ¢ 3} 

j) 

 

 
 
 
 

función 

D = { xÍR: x  ̧-1} 
 

R =yÍ(-¤, -2) U [-1, -1] U [1, 3] 

U(4, ¤) 

 
https://www.youtube.com/watch?v=17IiXAKfGlY 
 

http://www.youtube.com/watch?v=13CrhVINhzs&feature=related 

https://www.youtube.com/watch?v=17IiXAKfGlY
http://www.youtube.com/watch?v=13CrhVINhzs&feature=related
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https://www.youtube.com/watch?v=bIt68aRzGxo&feature=fvwp&NR=1 
 

2.5.4. LA FUNCIÓN POLINÓMICA. 

 

donde ñnò es un entero no negativo y los coeficientes ai, i = 0, 1, . . ., n son números reales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Calculo de una Variable. Zill Ed. 4ta 

 

Ya sabemos que cada una de las expresiones siguientes es un polinomio en la variable x:                                              

¶ 4x5 + 7x4 ï 3x3 + 2x ï 1 

¶ 8x ï 7 

¶ 6x2 + 9 

¶ 3/5x3 + 2x2 ï 3 

¶ 8/7 

A cada uno de estos polinomios le podremos asignar una función:  

f: Re        Re. Cada una de estas funciones se denomina función Polinómica, y cada una de 

ellas puede identificarse por el exponente máximo o grado que contenga la variable, así: 

¶ 4x5 + 7x4 ï 3x3 + 2x ï 1 (Quinto Grado) 

¶ 8x ï 7 (Primer Grado o Lineal)  

¶ 6x2 + 9 (Segundo Grado o Cuadrática)  

¶ 3/5x3 + 2x2 ï 3 (Tercer Grado o Cúbica) 

¶ 8/7 (Grado Cero o Constante) 

 

La forma de la gráfica de una función lineal es una línea recta y de una función cuadrática 

es una parábola. 

 

https://www.youtube.com/watch?v=bIt68aRzGxo&feature=fvwp&NR=1
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2.5.5. FUNCIONES RACIONALES.  Una función racional es aquella que podemos 

representar como el cociente de dos funciones polinómicas 

Ejemplo 10.  
●

●
Ƞ  

●

● ●
;  

 

 

 
 Por lo tanto no es función racional 

Calculo de una Variable. Zill Ed. 4ta 

 

 

2.5.6. FUNCIONES 

SEGMENTADAS O POR 

TRAMOS.  En la mayoría de los 

casos las graficas de las funciones 

son curvas ininterrumpidas. Sin 

embago, la grafica de una función 

no es necesariamente una curva 

de este estilo. La grafica de   

 

una función puede consistir de un número finito de partes desconectadas. 
 
Estas funciones se denominan FUNCIONES SEGMENTADAS O POR TRAMOS. 

Ejemplo 11.                   

î
í

î
ì

ë

¢

<¢-

-¤Í-

=

xsix

xsix

xsi

xf

2,

21,

)1;(,2

)( 2  

 

2.6. ÁLGEBRA DE FUNCIONES 

Dadas dos funciones f y g cualquiera: 

P La Suma de f y g, denotada f + g, es la función definida por: 

(f + g)(x) = f(x) + g(x) 

P La Resta de f y g, denotada f - g, es la función definida por: 

(f - g)(x) = f(x) - g(x) 

P El producto de f y g, denotada f.g, es la función definida por: 

(f .g)(x) = f(x).g(x) 

P La División de f y g, denotada f / g, es la función definida por: 

(f / g)(x) = f(x) / g(x) 
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Dominio de una combinación aritmética.  Al combinar dos funciones aritméticamente es 

necesario que ambas f y g estén definidas en el mismo número x. Por tanto, el dominio de 

las funciones f + g, f ï g y f.g es el conjunto de números reales que son comunes a ambos 

dominios; es decir, el dominio es la intersección del dominio de f con el dominio de g. En el 

caso del cociente f.g, el dominio también es la intersección de los dos dominios, pero también 

es necesario excluir cualquier valor de x para el que el denominador g(x) sea cero. En otras 

palabras, si el dominio de f es el conjunto X1 y el dominio de g es el conjunto X2, entonces el  

dominio de 

 

 

2.7. LA FUNCIÓN COMPUESTA. Si tenemos las funciones f: A­B y g: B­C, denominamos 

la FUNCIÓN  COMPUESTA de f y g a la función: g o f: A­C, definida por: 

(g o f)(x) = g[f(x)]. 

 
Ejemplo 12. Para cada uno de los pares de funciones que se muestra a continuación, 

hallar: (ὪέὫ)(ὼ), (ὫέὪ)(ὼ), (ὪέὪ)(ὼ) y (ὫέὫ)(ὼ).  

A. f(ὼ)=lnὼ  y  g(ὼ)= Ὡὼ                           B. f(ὼ)= ὼς  y  g(ὼ)= 
Ѝ

 

C. f(ὼ)=   y   g(ὼ)=                         D. f(ὼ)= ὼςī9  y   g(ὼ)= Ѝὼ υ  

E. f(ὼ)=tanὼς  y  g(ὼ)= Ѝὼ                       F. f(ὼ)=   y g(ὼ)=   

Solución D:  

(ὪέὫ)(ὼ)=ὪὫὼ ὪЍὼ υ Ѝὼ υ
ς
ω ὼ υ ω ὼ τ   

(ὫέὪ)(ὼ)= ὫὪὼ Ὣὼς ω ὼς ω υ = ὼς τ 

(ὪέὪ)(ὼ)= ὪὪὼ Ὢὼς ω ὼς ω
ς
ω ὼ ρψὼ ψρ ω ὼ ρψὼ χς   

(ὫέὫ)(ὼ)= ὫὫὼ ὫЍὼ υ Ѝὼ υ υ   
 
Solución F:  

(ὪέὫ)(ὼ)=ὪὫὼ Ὢ    

 

(ὫέὪ)(ὼ)= ὫὪὼ Ὣ  

 

(ὪέὪ)(ὼ)= ὪὪὼ Ὢ 
ς

ρ

ὼ ς ςὼ ς
ὼ ρ

ὼ ς ὼ ρ
ὼ ρ

σὼ
σ
ὼ 

 

(ὫέὫ)(ὼ)= ὫὫὼ Ὣ  
ὼ υ υὼ ςπ
ὼ τ

ὼ υ τὼ ρφ
ὼ τ

τὼςυ
υὼρρ
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Ejemplo 13.  Cada una de las funciones que se dan a continuación son funciones 

compuestas. Encontrar las funciones que las componen y comprobar que la composición de 

dichas funciones es la función compuesta dada.  

A.  F(ὼ)= ● ●                                  B.  G(ὼ)= ▄ ●   

C. T(ὼ)= ▼▄▪●                                               D.  ╠◄ ◄ ◄   

E. H(ὼ)= ▼▄╬● ◄╪▪●           F. P(ὸ)=■▫▌◄ ◄ ◄  

 Solución 4. 

A.  █● Ѝ●Ƞ      ▌● ● ● Ƞ    █▫▌● █▌● █● ●

                     Ѝ● ●  

B. █● ▄●Ƞ      ▌● ● Ƞ    █▫▌● █▌● █ ● ▄ ●  

C. █● ●Ƞ      ▌● ▼▄▪●Ƞ    █▫▌● █▌● █▼▄▪● ▼▄▪● 

D. █◄ ◄Ƞ      ▌◄ ◄ ◄ Ƞ    █▫▌◄ █▌◄ █◄ ◄

                  ◄ ◄  

E. █● ▼▄╬●◄╪▪●Ƞ      ▌● ● Ƞ    █▫▌● █▌● █●

                      ▼▄╬● ◄╪▪●  

F. █◄ ■▫▌◄◄ ◄Ƞ      ▌◄ ◄ Ƞ    █▫▌◄ █▌◄ █◄  

■▫▌◄ ◄ ◄  

 

Ejemplo 13.1.  Sea f(x) = x2 + 3, g(x) = x + 1. Calcular (f+g)(x), (fïg)(x), (f.g)(x), (f/g)(x), 

(gof)(x),   (fog)(x), (fof)(x),  (gog)(x).      

P  (f+g)(x)= (x2 + 3) + (x + 1)  = x2 + x + 4 

P (fïg)(x)= (x2 + 3) - (x + 1)  = x2 - x + 2 

P (f.g)(x)= (x2 + 3)(x + 1)  = x3 + x2 +3x + 3 

P (f/g)(x)= (x2 + 3) /(x + 1)   

P (gof)(x)= g(f(x)) = g((x2 + 3)) = (x2 + 3) + 1 = x2 + 4 

P (fog)(x)= f(g(x)) = f(x + 1)) = (x+1)2+3 = x2+2x+1+3 = x2+2x+4  

P (fof)(x)= f(f(x)) = f(x2 + 3) = (x2+3)2+3 = x4+6x2+9+3 = x4+6x2+12 

P (gog)(x)= g(g(x)) = g(x+1) = x+1+1 = x+2 

 

Ejemplo 13.2.  a. Sea Ὢὼ ὼȟ     Ὣὼ Ѝὼ. Calcular (f+g)(x), (fïg)(x), (f.g)(x), (f/g)(x) 

                         b. Sea Ὢὼ ὼ τȟ     Ὣὼ Ѝὼ. Calcular (f+g)(x), (fïg)(x), (f.g)(x), (f/g)(x) 

https://www.youtube.com/watch?v=jP1mSfUqpxw&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWj

RFjLUOuVxb&index=2 

 

https://www.youtube.com/watch?v=jP1mSfUqpxw&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWjRFjLUOuVxb&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=jP1mSfUqpxw&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWjRFjLUOuVxb&index=2
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https://www.youtube.com/watch?v=Qw9GTgSv_94&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWj

RFjLUOuVxb&index=4 

 

https://www.youtube.com/watch?v=XeluJDX1cZQ&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWj

RFjLUOuVxb&index=6 

 

Ejemplo 13.3. Dada la función ¥ (x) = x2 - 4x + 7, evaluar: a) ¥ (3a),   b) ¥ (b-1),  

c) 
x

xfxxf

D

-D+ )()(
 

Solución: 

a. ¥(3a) = (3a)2 ï 4(3a) + 7 = 9a2 ï 12a + 7 

b. ¥ (b ï 1) =(b ï 1)2 ï 4(bï1)+7 = b2 ï2b + 1 ï 4b + 4 + 7 = b2 ï 6b + 12 

c. 
x

xfxxf

D

-D+ )()(
 = 

x

xxxxxx

D

+--+D+-D+ )74(7)(4)( 22

 

 = x

xxxxxxxx

D

-+-+D--D+D+ )74744.2 222

 

    = 
x

xxx

D

-D+D )42(
= 2x+Dx-4 

 

2.8. DOMINIO DE UNA FUNCIÓN. Recordemos: Dominio­ son los valores que pueden 

tomar la ñxò.  Si tenemos y = f(x), debemos tener en cuenta las siguientes limitantes: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejemplo 14. Hallar el Dominio en:  

1. 35)( 23 -+== xxxfy  

2. 
4 2 2xxy -=  

3. 
6 35 3613)( xxxxf +-=  

1.¥ (x)
n xg )(= ; Ý g(x) ² 0; ñnò par 

2.¥(x) 
)(

)(

xg

xh
=  ; Ý g(x) Í 0 

 

3. ¥(x) = log b g(x); Ý g(x) > 0 
 

4.¥(x) = función trigonométrica. 

https://www.youtube.com/watch?v=Qw9GTgSv_94&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWjRFjLUOuVxb&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=Qw9GTgSv_94&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWjRFjLUOuVxb&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=XeluJDX1cZQ&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWjRFjLUOuVxb&index=6
https://www.youtube.com/watch?v=XeluJDX1cZQ&list=PL9SnRnlzoyX05sjBvbujQWjRFjLUOuVxb&index=6
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4. ( )9ln 2-= xy  

5. 
152

2
2 -+

+
=

xx

x
y  

6. 
5 35 127 -+-= xxxy  

7. xy tan=  

8. ty cos=  

 

Soluciones:  

1. { };ÁÍ=xD
 ya que esta función no está dentro de ninguna de las cuatro 

limitantes mostrados en el cuadro anterior.
 

 

2. Esta función tiene el limitante 1; por 

lo tanto, la cantidad subradical la hago 

mayor o igual a cero: 

Coloquemos las raíces x=0 y x=2 en la 

recta real y observamos que hay tres 

intervalos. Analicemos el intervalo de la 

mitad; o cualquier otro y supongamos un 

valor dentro de ese intervalo. Supongamos 

x=1 y reemplacemos en (a):
 

( )

20

)(02022

==

®®

²-­²-

xx

axxxx

 

 

 

      satisfaceno0))(( ²-+     ( ][ )aa ,20, Ç-Í=Ý xD  

       3.  
6 35 3613)( xxxxf +-=  

     )(0)2()2()3()3(

0)4)(9(0)3613(03613

22330

222435

axxxxx

xxxxxxxxx

xxxxx
²+-+-Ý

²--Ý²+-Ý²+-

-==-===
 

       Supongamos x=1 en (a): (+) (-) (+) (-) (+)²0   ᵼ π ȧίὭȦ 
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                            Dominio: xɭ [-3, -2] U [0, 2] U [3, Ð) 

 

 

 

4. Esta función tiene el limitante 3; por 

lo tanto, la cantidad del logaritmo la 

hago mayor que cero: 

Coloquemos las raíces x=-3 y x=3 en 

la recta real y observamos que hay 

tres intervalos. Analicemos el intervalo 

de la mitad y supongamos un valor 

dentro de ese intervalo. Supongamos 

x=0 y reemplacemos en (a):
 

( )( )

33

)(033092

=-=

®®

>-+­>-

xx

axxx

 

 

 

 

satisfaceno0))(( >-+      ( )( )aa ,33, Ç--Í=Ý xD  

 

5. Esta función tiene el limitante   

    2; por lo tanto, el denominador    

    tiene que ser diferente de cero.  

{ }3;5/ -̧ÁÍ=Ý xxD  

( )( )

35

03501522

¸-̧

®®

¸-+­¸-+

xx

xxxx

 

6. { };ÁÍ=xD
 Ya que esta función no está dentro de ninguna de los 

 

          Cuatro limitantes mostradas en el cuadro anterior. 

7. 

 

 

 

Observamos que hay asíntotas 

verticales, o sea rectas a las cuales la 

curva se les acerca muchísimo, pero 

sin jamás tocarlas. En dichas rectas 

verticales el dominio no existe. 

{ }...;2/3;2// pp °°̧ÁÍ= xxD  
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8. 

 

Observamos que la función no tiene interrupciones; por lo tanto, { }ÁÍ=tD  

https://www.youtube.com/watch?v=fSNn8HV809Q 

 

2.9. DOMINIO, GRÁFICA Y RANGO DE UNA FUNCIÓN, Y FUNCIONES POR TRAMOS 

 

 

2.9.1. ALGUNOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRÍA ANALÍTICA

 

https://www.youtube.com/watch?v=fSNn8HV809Q
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Ejemplo 16: Grafique las siguientes ecuaciones:  ὥ ὼ ώ ρφȠ     

ὦ  ώ  Ѝτ ὼȠ     ὧ  ώ  Ѝω ὼ Ƞ        Ὠ ὼ ώ ρȠ       

Ὡ  ώ  Ѝὼ ςυȠ      Ὢ  ώ  Ѝὼ σφȢ   Halle el dominio y halle el rango 

 

 

Soluciones:   
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ὥ ὼ ώ ρφN Ὑ Ὑ τ 

 

 

$ Øɴ τȟτ 

2 Ùɴ τȟτ 

 

ὦ  ώ  τ ὼ 

 

 

$ Øɴ ςȟς 

2 Ùɴ πȟς 

 

ὧ  ώ  ω ὼ 

 

$ Øɴ σȟσ 

2 Ùɴ σȟπ 

 

Ὠ ὼ ώ ρN ὥ ὥ ρ 

 

$ Øɴ Њȟ ρὟρȟЊ  

2 Ùɴ Њ ȟЊ  

Ὡ  ώ  ὼ ςυ  Ὢ  ώ  ὼ σφ  
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$ Øɴ Њȟ υὟυȟЊ  

2 Ùɴ π ȟЊ  

 

$ Øɴ Њȟ φὟφȟЊ  

2 Ùɴ Њȟπ 

 

https://www.youtube.com/watch?v=J0Ixrvqd6kM 

 

2.9.2. EJEMPLOS 

 

Ejemplo 17. Encuentre, de ser posible, las intersecciones con los ejes ñxò y ñyò de las 

funciones dadas. 

 

Ejemplo 18. Hallar dominio, graficar y halle el rango:  

a. ¥(x) = 1-x  

Solución:  x ï 1 ²  0 Ý x ² 1 Ý D={x Rɸ/xÓ1}   

      -Ð                     [////////////////////////////////  Ð 
                        1 

 

Rango ­ son los valores que puede tomar la ñyò. 

 

 

 
 

ÝR =  {y : y ² 0} 

(1, 0) 

(10, 3) 

https://www.youtube.com/watch?v=J0Ixrvqd6kM
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b. 

í
ì
ë

<-

²-
=

1,1

1,1
)(

xsix

xsix
xf  

  

 

 

c. ¥ (x) = 
225 x-  
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x -5 -4 -3 0 3 4 5 

y 0 3 4 5 4 3 0 
 
 
 
O simplemente sabiendo que la función 

es ¥ (x) = 
225 x- , debemos captar 

que es una semicircunferencia con centro 
en el origen y que R2 = 25, por lo tanto 
R=5 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

e.  ¥(x) = 42 -x  
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X -2 -3 -4 2 3 4 

Y 0 2.2 3.5 0 2.2 3.5 
 
 
 
 
O simplemente sabiendo que la 

función es ¥(x)= 42 -x
debemos captar que es una 
semihipérbola con centro en el 
origen y que a2 = 4, por lo tanto a=2 

 

 

 
 

2.9.3. CRITERIO DEL COEFICIENTE DOMINANTE 
 
 

1. Graficas de funciones polinómicas de grado par 

 
Suben hacia la izquierda y derecha 

 
Bajan hacia la izquierda y derecha 
 

 
2. Graficas de funciones polinómicas de grado impar. 

 

 
Suben a la derecha y baja a la izquierda        

 
Suben a la izquierda y baja a la derecha 

R = { y/ y ² 0} 
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2.9.4.    MÁS EJERCICIOS RESUELTOS  

Ejemplo 19. Hallar dominio, gráfica y rango.  

î
í

î
ì

ë

<

¢¢--

-<-

=

xsi

xsi

xsi

y

2,3

22,1

2,4

 

 
Solución:   

 
D = {x: x  ɸR}    
 
 
 
 
 
R = {y: y = -1, -4, 3}          
 

 
 
Ejemplo 19.1. Un ganadero tiene 200 pies 

de valla para cerrar dos corrales 

rectangulares adyacentes (como se 

muestra en la figura).  Expresar el área A 

de los cercados en funci·n de ñxñ.  

Solución:    A = 2x y (1),      P = 200 = 3y + 4x y
x
=

-
Ý

3

4200
       (2) 

(2) en (1) Ą ö
÷

õ
æ
ç

å -
=

3

4200
2

x
xA  

Ejemplo19.2.  Hallar dominio, gráfica y rango:    
í
ì
ë

-=-

-̧-
=

3,2

3,42

xsi

xsix
y

 
 
 

Solución: D = {x: x /ɸR} 
 
 
 

X  -4 -1 0 2 3 -2 

Y  12 -3 -4 0 5 0 

 
 
 
R = {y/y Ó -4} 
 

 

-3 

 5 
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Ejemplo 20.  Hallar dominio, rango; y graficar 
3

33 23

+

+++
=

x

xxx
y  

 

Solución:  ώ  = ὼ ρ 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
Ejemplo 21. Hallar dominio, graficar y 

rango en  
 

 
 
Solución: 
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R = {y: y /ɸR} 
 

Como el segundo tramo es ¥(x) = 

225 x- , y el dominio de este 

tramo es υ ὼ υȠ  es una 
semicircunferencia con centro en el 
origen y que R2 = 25, por lo tanto R=5 

  
 

 

 
Solución: 

 
 
 
 

 

x -3 -4 -5 

y 13 20 29 

 

x -2 -1 0 1 2 

y 0 1.73 2 1.73 0 

 

x 3 5 

y -1 1 

 

Como el segundo tramo es ¥(x) = 

24 x- , y el dominio de este tramo es 

ς ὼ ςȠ  es una semicircunferencia 
con centro en el origen y que R2 = 4, por 
lo tanto R=2 

 
Es una función 

 
 
 
 
Ejemplo 23. En la siguiente relación; encuentre el dominio, grafique, y halle el rango. 

R = yÍ [- 1, ¤) 

  //////////] 

            -3 

                    [///////]  

                   -2      2 

                                   [//////////// 

                                   3 
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Solución: 

 
 
 
 
 
 

 
Como el primer tramo es ¥(x) = 

92-x , y el dominio de este tramo es 

ὼ σ ώ ὼ σȠ  es una semihiperbola 
con centro en el origen y que a2 = 9, por 
lo tanto a=3 

 
 

Ejemplo 24.  En la siguiente relación; encuentre dominio, grafique, y halle el rango. 

 

 
Solución: 
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Ejemplo 25.  En la siguiente relación; encuentre dominio, grafique, y halle el rango. 

 

 
Solución: 

 
 
 

 

 
  

 

Ejemplo 26. Un rect§ngulo est§ limitado por el eje ñxò y el semic²rculo  

y = 
2x25- como muestra la figura.  Escribir el §rea ñAò del rect§ngulo como funci·n de 

ñXò. 
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Solución: A = 2x y (1) 

      y = 
2x25-  (2) en (1) ­ A = 2x

2x25-  

 

Ejemplo 27.   Hallar dominio, graficar, y hallar el rango 

 

Solución: 

 

 
 

y =  

 

(x,y) 

x 

y 
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D = {x Í/R} 

 

 

 

 

 

Ejemplo 28.   Hallar dominio, 

graficar, y hallar el rango 
  █●

ȿ● ȿȟ ▼░  ὼ υ

Ѝ● ●▼░ ● ᷾●
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

        
[ )¤= ,0R  

 

 
 

D = [ -5, Ð) 

R = y ɭ (- ¤, -19] Ç [- 8, 4] U[18, ¤) 
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2.10. LA LINEA RECTA.       La recta es una sucesión infinita de puntos en el plano 

cartesiano. Se genera a partir de la gráfica de una función lineal, la cual relaciona a dos 

variables, una llamada independiente ñxò y la otra llamada dependiente ñyò. Se llama 

dependiente a la variable ñyò, porque su existencia depende del valor que tome la variable 

ñxò. 

TIPS PARA LA LINEA RECTA 
 

 
 

¶ Para hallar la distancia entre dos puntos P1(X1, Y1) y P2(X2, Y2) conocidos:  
 
 

¶ Coordenadas del punto medio entre dos puntos P1(X1, Y1) y P2(X2, Y2) conocidos:  
 

 
 

¶ Pendiente de un segmento entre P1(X1, Y1) y P2(X2, Y2), o de la recta que pasa por 
ese par de puntos:  

 
 
 

¶ Para hallar la ecuación de la recta que pasa por P1(X1, Y1) y tiene pendiente ñmò:                                             
 
                                                                              ; a partir de ésta podemos llegar  
 
    a la ecuación general de la línea recta:                                  ; o a una  
 

ὖρὖς Ὠ  ὢς ὢρ ὣς ὣρ  

ὓ
ὢς ὢρ

ς
ȟ
ὣς ὣρ

ς
 

ά ÔÁÎq 
ὣς ὣρ

ὢς ὢρ
 

ὣ ὣρ άὢ ὢρ 

AX + BY + C = 0 
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ecuación de la forma Pendiente -  

intercepto:  
 

 
 

¶ Si dos rectas son paralelas,  sus pendientes son iguales:  
 
 

¶ Si dos rectas son perpendiculares, el producto de sus pendientes es -1: 
 
 
 

¶ Tipos de ecuaciones de la línea recta 
 
 

 
 
 

y = mx + b      

ὛὭ  ὰȾȾ ὰ ­ ά ά  

ὛὭ  ὰ̂  ὰ ­ άȢά ρ 
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¶ Distancia de un punto  
   P1(X1, Y1) a la recta AX+BY+C=0 
 

 
 
 
 
 
Ejemplo 29. Grafiquemos la función ώ σὼ ς 
 
Solución: Debemos escoger algunos n¼meros que representan a la variable ñxò, para 

obtener el valor de la variable y respectiva así:  
 

x -2 -1 0 1 

y -8 -5 -2 1 

 
El proceso: 
 

Para x= -2: ώ σ ς ς φ ς ψ 
Para x =-1: ώ  σ ρ ς  σ ς υ 
Para x = 0: ώ σπ ς π ς ς 
Para x = 1: ώ σρ ς ρ 
 

Nos genera las siguientes coordenadas 
ςȢψȠ ρȟυȠπȟςȠρȟρ 

 

Luego los ubicamos en el plano cartesiano. 

 

 

NOTA: Es importante que tengas en cuenta que para graficar una línea recta basta con 

obtener dos puntos de ella y luego con una regla prolongarlos hasta el infinito. 
 

Ejemplo 30. Grafiquemos la función  ὣ ὢ ρ 

 
Solución: Debemos escoger dos n¼meros que representen a la variable ñxò, para obtener 

dos valores de ñyò, as²: 
 

Ὠ
ὃȢὢρ ὄȢὣρ ὅ

Ѝὃ ὄ
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El proceso: 

  Para x =0:  ώ π ρ π ρ ρ 

  Para x =2: ώ ς ρ ρ ρ π 

 
Así obtenemos las coordenadas  
πȟρȠ ςȟπ 

 
 
 

 x 0 2 

 y 1 0 

 
 
 

Ejemplo 31. Calcular la distancia entre ὃ  ςȟσ ώ ὄ  ςȟσ  
 
Solución: Ubicamos los puntos en el 

plano cartesiano. Renombramos los 

puntos, es decir A= ὼȟώ  y B= ὼȟώ , 

entonces ὼ= 2,  ώ= 3; x2= -2, y2 =-3  
Reemplazo en la fórmula de distancia 
entre dos puntos:  
 

ὃὄ ώ ώ ὼ ὼ  

Nos queda  

ȿὃὄȿ σ σ ς ς  

ȿὃὄȿ Ѝσφ ρφ Ѝυς 
ȿὃὄȿ =7.2 distancia entre los dos puntos 
 

 
 

Ejemplo 32. Hallemos las coordenadas del punto medio dado por ςȟσ ώ τȟς 
 

Solución: Nombramos los puntos ὃ  ςȟσ ώ ὄ  τȟς    ὼ=-2  y  ώ= 3;  ὼ=4 y ώ=-2 
ς τ

ς
 ȟ
σ ς

ς
 ρ ȟ

ρ

 ς
 

Donde el punto del medio del segmento formado por AB es M= ρȟ ; podemos comprobar 

que ὃὓ ὓὄ , analicemos  

ὃὓ σ ς ρ   = σ  

ὃὓ ω = ω =  
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ὃὓ  = 
Ѝ

Ѝ
 = 3,9 

Ahora 

ὓὄ ς ρ τ   =  ς σ  

ὓὄ ω = ω =  =  

ὓὄ
Ѝ

 = 3,9 

Analizamos que son iguales las distancias por lo tanto M si es el punto medio. 
 
Ejemplo 33. Hallemos la pendiente y el ángulo de inclinación de la recta que une los puntos  

ὃ  υȟσ ώὄ  ςȟσȢ 

Solución: Reemplacemos en la fórmula de la pendiente y tenemos que  ὃ ὢȟὣ  y ὄ

ὢȟὣ , por lo tanto m=  =  = = -0.85  

Ahora para calcular el ángulo de dirección tenemos ÔÁÎʃ
 

ÔÁÎʃ   Despejando ɗ= ÔÁÎ , entonces ɗ= -40.6    

Este ángulo esta presentado en dirección negativa. 

Este ángulo está presentado en forma negativa, su respectivo valor en forma positiva es —

ρψπτπȢφ;    —  ρσωȢσω 

 
Ejemplo 34. Hallemos la ecuación de la recta que pasa por σ ȟτ y su pendiente es 2. 

Solución: El punto conocido ὼȟώ   σȟτ y la pendiente m=2; sustituyendo en la 

ecuación tenemos: ὣ τ ςὼ σ Ÿ ὣ τ ςὼ φ 

       ὣ ςὼ φ τŸὣ ςὼ ρπ 

 

Ejemplo 35. Hallemos la ecuación de la recta que pasa por ρȟσ ώ ςȟπȢ 

Solución: Sea ὃ  ρȟσ  ώ ὄ  ςȟπ 

Calculo la pendiente m=  =  =-1 

Luego escojo cualquier punto A.B, escojamos ὃ  ρȟσ  ὼώ , luego reemplazando en 

la ecuación de la recta ώ ώ  άὼ ὼ ᵼ 

ώ σ  ρ ὼ ρ Ÿ  ὣ σ ὼ ρŸ   ὣ  ὼ ρ σŸ ὣ  ὼ ς 

 

Ejemplo 36. Dada la ecuación υὼ ψώ ρπ π. Calculemos la pendiente y la ordenada del 

intercepto con el eje y. 

Solución:  

Ax+By+C=0 Ą y=mx+b 
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5x+8y-10=0  Ąy=  

y= ὼ + Ą  b=        y     m=  

Ejemplo 37.   Hallemos la ecuación de la recta que pasa por ςȟσ y es paralela a la recta 

ώ  ςὼ ρ  

Solución: La recta dada es y= -2x+1, entonces la pendiente m= -2, por la teoría la pendiente 

de la recta a encontrar es también m=-2 ya que son paralelas. 

Utilizamos el punto (2, -3) y lo sustituimos en la ecuación y-ώ άὼ ὼ  

y- σ ςὼ ςᵼ   y+3 = -2x+4  ᵼ y= -2x+ 4-3 ᵼ y=-2x+1 

 
Ejemplo 38. Hallemos la ecuación de la recta que pasa por ςȟσ y es perpendicular a = 

ώ ςὼ ρȢ 

 

Solución: La recta dada es ώ ςὼ ρ, la pendiente es ά ς, entonces como se 

necesita encontrar la pendiente de la perpendicular, entonces 

ά   ʝ  Pendiente de la recta perpendicular. 

 
Ahora tomamos el punto ςȟσ tenemos 

ώ ώ άὼ ὼ ᵼ   y- σ= ὼ ςᵼ    y+3= ὼ ρᵼ   y=
 
ὼ τ 

 
Ejemplo 38.1. Demuestre si las ecuaciones lineales 3x+y=2 y 6x+2y=15 son paralelas, 

perpendiculares, o ninguna de las anteriores. 

 

Ejemplo 38.2. Encuentre una ecuación de la recta que pasa por (0, -3) y es perpendicular a 

la gráfica de la ecuación 4x-3y6=0 

 

Ejemplo 39. Grafique las siguientes rectas sin tabla de valores: 

a.  2x
3

5
y +=   b. 5

3

2
--= xy   c. 2x3y +=  

d.  01y3x2 =+-   e. 3x2 =    f. 05y4 =-  
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   e.        3x2 =  

 
2

1
1

2

3
==x  
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Ejemplo 40. En la figura se 

muestra la relación entre el 

precio ñpò de un art²culo (en 

dólares) y la cantidad ñqò de 

artículos (en miles) que los 

consumidores comprarán a 

ese precio. 

 
 

La pendiente es: 
2

1

6

3

q

p
m

-
=

-
=

D

D
= , lo cual significa que por una disminución de $1 

en cada artículo, los consumidores comprarán 2000 artículos más. 

 

Ejemplo 41. Suponga que un 

fabricante utiliza 100 libras de material 

para hacer los productos A y B, que 

requieren de 4 y 2 libras de material 

por unidad, respectivamente. Si ñxò y 

ñyò denotan el n¼mero de unidades 

producidas de A y B, respectivamente; 

entonces, todos los niveles de 

producción están dados por las 

combinaciones de ñxò y ñyò que 

satisfacen la ecuación 4x + 2y = 100, 

donde x, y ² 0 

  

Ý
-

=Ý
2

4100 x
y Ý-= xy 250

x

y
m

D«

D«-
=

-
=

-
=

³

³

25

50

251

252

1

2  

La pendiente: 
1

2-
=m  refleja la tasa de cambio del nivel de producción B con respecto al de 

A. Si se produce una unidad adicional de A, se producirá 2 unidades menos de B. 
 

Ejemplo 42. (Función costo de electricidad). La electricidad se cobra a los consumidores a 

una tarifa de 10 centavos por unidad para las primeras 50 unidades y a 3 centavos por unidad 

para cantidades que excedan las 50 unidades. Determine la función C(x) que da el costo de 

usar x unidades de electricidad. (Grafique) 
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Solución:                                                                                          

 

 

Porque para las primeras 50 unidades se cobra a 10 centavos por unidad Ý10x, si x Ò 50 

sería el primer tramo.  

Para el segundo tramo: si x > 50 se cobra las primeras 50 unidades a 10 centavos, o sea 10 

X 50=500 pero las unidades después de 50 se cobran a 3 centavos, o sea (x-50) X 3; entonces 

el costo en el segundo tramo seria: 500 + (x-50) X 3= 500 + 3x-150 = 350 + 3x, si x > 50 

  

 

Ejemplo 43. En cierta ciudad la tarifa de taxis es $3000 de cobro inicial (banderazo). Se 

sabe que un usuario debe cancelar $ 5400 cuando ha recorrido 6 kilómetros.  

Construir un modelo matemático lineal que describa tal situación y haga su gráfica. 

¿Canto debe pagar un usuario que viaja de una población a otra y cuya distancia es de 15 

kilómetros? 

 

Solución:  

ά
Ўὅ

Ўὼ

Αςτππ

φ ὑά
ΑτππȾὑά 

b=$3000 

ὅὼ άὼ ὦ 

ᵼὅὼ τππὼ σπππ 

 

ὅρυ τππzρυ σπππ

Αωπππ 

 

 
 



CALCULO DIFERENCIAL.  JUAN GUILLERMO 

ARANGO. GRUPO GNOMON 

 

60 

 

2.11. LA FUNCIÓN CUADRÁTICA  
  
 
 

 
 

 
 
 
 

Los puntos A, B, C, D y E pertenecen a la 
parábola ya que:  

, BBBF ¡= , CCCF ¡=  

DDDF ¡= y EEEF ¡=  

 
 

 
 
 
 
 

ELEMENTOS DE LA PARÁBOLA 
 

Los elementos básicos de una parábola son los 
siguientes: 
 

1) Foco (F): es el punto fijo mencionado en 
la definición. 

2) Directriz (D): es la recta fija mencionada 

en la definición. 
3) Eje Focal: es una recta que pasa por el 

foco y es perpendicular a la directriz . 
4) Vértice: Es el punto donde el eje focal 

corta la parábola. 
5) Distancia Focal: es la distancia dirigida 

del vértice al foco y del vértice a la 
directriz, se denota por p. 

6) Lado recto: es un segmento 

perpendicular al eje focal, que pasa por 
el foco (F), cuyos extremos son dos 

puntos de la parábola. 
 
 

Una función de la forma f(x) = ax
2
+ bx + c  (a Í 0) con a, b, c constantes se 

denomina función cuadrática. 

La gráfica de una función cuadrática es una curva denominada parábola. 

La función parábola es de dos formas: 

AAAF ¡=

Una PARABOLA es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan (igual 
distancia) de un punto fijo llamado foco (F), y de una recta cualquiera llamada Directriz (D). 
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Cóncava hacia arriba.   a>0 

 

 

 

Cóncava hacia abajo.   a<0 

 

Una función de la forma f(x) = ax
2
+ bx + c  (a Í 0 ) con a, b, c constantes se 

denomina función cuadrática. 

 

Donde (b
2

- 4ac) es el discriminante 

 
 
    Vértice de la parábola:  

 

 
 

El discriminante (b
2

- 4ac) puede ser: 
 

 
 
 

i) b
2

- 4ac > 0 Ý 
 

 

öö
÷

õ
ææ
ç

å -
-

a

bac

a

b
V

4

4
,

2

2

  o   öö
÷

õ
ææ
ç

å
ö
÷

õ
æ
ç

å
--

a

b
f

a

b
V

2
,

2
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ii) b
2

- 4ac = 0 Ý 
 

 
 
 
 

iii) b
2

- 4ac < 0 Ý 
 

 
 

 
La coordenada del vértice V (h, k) de la función cuadrática también se puede hallar a partir 
de su expresión canónica:  
 

 
 

Ejemplo 44. Grafique las siguientes parábolas hallando los vértices e interceptos. 
 

(a) y= x
2

- x ï 6 
 
Solución: 

 
 

( ) ( ) ()( )
()

=
---°--

=
12

61411
2

x

3

51

2

251 °
=

°
3

2

51
1 =

+
=Ý x

2
2

51
2 -=

-
=xy

 

 
b) y= -2x

2
+ x + 3 

 
Solución:  

ὼ Ὤ τὴώ Ὧ  
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a=-2    c= 3    b= 1 
( )

( )()
( )

=
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-

--

-
-=Ý

24

1324
,

22

1 2

V ö
÷

õ
æ
ç

å
=ö
÷

õ
æ
ç

å

-

-

8

1
3,

4

1

8

25
,

4

1
 

 
 

 

( )()
( )22

32411 2

-

--°-
=x

4

51

4

251

-

°-
=

-

°-
=x ;1

4

51
1 -=

-

+-
=Ý x

2

1
1

2

3

4

51
2 ==

-

--
=x  

 
   c)  y= 3x

2
- 4x + 8 (1) 

 
Solución:  

 

 

 

( ) ( ) ()()
()

=
--°--

=
32

83444
2

x
 

6

96164 -°

 
 

ix ....
6

804 -°
=  

Raíces imaginarias, 

no corta el eje ñxò la par§bola 

Ýx= 0 en (1) Ÿy=8Ÿp1(0,8)   
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d) y= x
2

-9 
 
Solución: 

a=1, b=0, c=-9 

()
()( )
() ö

ö

÷

õ

æ
æ

ç

å --
-=Ý

14

0914
,

12

0 2

V  

Ýv=(o,-9) 
 

0= x
2

-9Ÿ0= (x-3) (x+3) 
                        Ź       Ź 
                     x=3   x=-3 

 

 

 

        e) y= x
2

+ 3x 
 
Solución: a=1, b=3, c=0 

()
()()
() ö

ö

÷

õ

æ
æ

ç

å -
-=Ý

14

3014
,

12

3 2

V  

ö
÷

õ
æ
ç

å
-=ö

÷

õ
æ
ç

å
--=

4

1
2,

2

1
1

4

9
,

2

3
V  

 
 

0= x
2

+ 3x Ý 0= x(x+3) Ý  x=0,  
x=-3 

  
  

 

        f) y= -x
2

+ 4x -4 (1) 
Solución:  a=-1, b=4, c=-4 

( )
( )( )
( ) öö

÷

õ
ææ
ç

å

-

---

-
-=Ý

14

4414
,

12

4 2

V  

Ýv= (2,0) 
 

0= - x
2

+ 4x ï 4 Ý 0= x
2

- 4x + 4 
 

0= (x-2)
2

   x= 0 en (1) Ÿy= - 4 

         Ź                          p1(0,- 4) 

     x= 2 
 

 

 
Ejemplo 44.1. Hallar las coordenadas del vértice de las siguientes parábolas a partir de su 

expresión canónica  

ὥȢ  ώ τὼ ᵼ ώ ὼ ᵼ ώ π ὼ π

ȟ

                     ὼ Ὤ τὴώ Ὧ 
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 ὦȢ  ώ υὼ ᵼ ώ ὼ ᵼ ώ π ὼ π

ȟ

 

 

ὧȢ  ώ ὼ ςᵼώ ς ὼ ᵼ ώ ς ὼ π

ȟ

 

 

ὨȢ  ώ ὼ ρ ᵼ ώ π ὼ ρ

ȟ

 

 

ὩȢ  ώ ὼ ς τᵼ ώ τ ὼ ς

ȟ

 

 
 

Ejemplo 44.2. Encontrar la función cuya gráfica es una parábola con vértice ὠ (1,ī2) y que 

pasa por el punto (4,16).  

 
Solución: 
 
ὠρȟς

ὖτȟρφ
 ὙὩὩάὴὰὥᾀὥάέί Ὡὲ  ὼ Ὤ τὴώ Ὧ   ρᵼ τ ρ τὴρφ ς

ᵼω
χς
ὴ ρ
ψ

 

 

    
ὠρȟς

ὴ ρ
ψ

  Ὡὲ ȡ ὼ ρ τ
ρ
ψ
ώ ς ᵼ ὼ ςὼ ρ ώ ς

ᵼ

 

 
Ejemplo 44.3. 
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Solución: 
 

.                          P1(0, 70)            V (4, 150)           P2(9.7, 0)                 

 
a.  V (4, 150); por lo tanto: Hmáx. Son 150 m. y la alcanza en 4 seg. 
b. P1(0, 70); por lo tanto, fue lanzado desde los 70 m.       
c.  P2(9.7, 0) por lo tanto 9.7 seg. En caer al suelo 

d. Teniendo V(4, 150) y P1(0, 70); reemplazamos en ὼ Ὤ τὴώ Ὧ su 
expresión     

     canónica: π τ τὴχπρυπᵼρφ τὴ ψπᵼ ὴ  

    Teniendo V(4, 150) y ὴ   reemplazamos en ὼ Ὤ τὴώ Ὧᵼ

       ὼ τ τ ώ ρυπᵼ  ὼ τ ώ ρυπ podría ser    

   la   solución; o; ὼ ψὼ ρφ ώ ρυπᵼυὼ τπὼ ψπ ώ ρυπᵼ 

       ώ υὼ τπὼ χπ     o sea   ίὸ υὸ τπὸ χπ 

e.  ίψ υz ψς τπzψ χπ  ᵼ.  ίψ χπ ά 
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f.   ίὸ υὸ τπὸ χπᵼρππ υὸ τπὸ χπᵼυὸ τπὸ σπ π 

     Divido en 5: ὸ ψὸ φ πᵼὸ
ᶻᶻ

ᶻ

Ȣ ὸ χȢς ίὩὫȢ
ὸ πȢψ ίὩὫȢ

 

 

45. (Cercas) un granjero tiene 200m de cerca con la cual puede delimitar un terreno 

rectangular. Un lado de terreno puede aprovechar una cerca que ya existe. ¿Cuál es el área 

máxima que puede cercarse? Halle las medidas del terreno 

 

(2) en (1): A = (200 - 2y) y 

ŸA = 200y -2y
2

(ecuación 

de una parábola). 

Si hallamos el vértice de 

dicha parábola V (y, Amax.),  

su ordenada será el área 

máxima; 

 

 

 
 
 
Ejemplo 46. (Decisiones sobre fijación de precios).  La demanda mensual, x, de cierto 

artículo al precio de P dólares por unidad está dada por la relación  

x = 1350 - 45 P. El costo de la mano de obra y del material con que se fabrica este 

producto es de $5 por unidad y los costos fijos son de $2000 al mes. a) ¿Qué precio 

por unidad P deberá fijarse al consumidor con objeto de obtener una utilidad máxima 

mensual?  b) ¿Cuál es esa utilidad máxima? c) ¿Cuál sería la demanda para tener una 

utilidad máxima?  d) ¿Cuál debe ser el precio/unidad para no tener pérdidas? 

Solución: Demanda mensual Ÿ x=1350 ï 45P (1) 
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P Ÿ $U.S./unidad 

Costo de mano de obra y material Ÿ $U.S. 5/unidad 

Costos fijos Ÿ $U.S.200/mes 

ὖ ȩ
Ὗ άÜὼὭάὥ

 

Ὗ Ὅ ὅ
 ȟ     

 

 

U = (1350 - 45P) P - (5x+2000)  

U = (1350 - 45P) P - 5(1350 - 45P) - 2000 = 1350P - 45P2 - 6750 + 225P ï 2000; ᵼU 

= - 45P2 + 1575P - 8750 (modelo matemático) (ecuación de una parábola cóncava 

hacia abajo, donde el vértice es el punto de máxima; donde obtendré el precio para 

una utilidad máxima).  

a = - 45, b = 1575, c = -8750
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-

---

-

1
-=Ý

)45(4

1575)8750)(45(4
,

)45(2

575 2

V
 

 

a) $U.S. 17.5                           b) Umáx. =$U.S. 5031.25 

 

c) P=17.5 en (1) Ÿ x = 1350 - 45*17.5 = 562.5 ᵼ x = 563 artículos 

 
d) Ÿ 0 = - 45P2+1575P ï 8750 Ÿ ÷ (-45) Ÿ 0 = P2 - 35P + 194.4 

   ὖ
Ȣ ὖ ΑὟȢὛȢςψȢπχ

ὖ ΑὟȢὛȢφȢωσ
    

 Ὁὰ ὴὶὩὧὭέ ὩίὸÜ ὩὲὸὶὩ ΑὟȢὛȢςψȢπχ ώ ΑὟȢὛȢφȢωσ 
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Ejemplo 47. (Decisiones sobre fijación de rentas).  El señor Alonso es propietario de un 

edificio de departamentos con 60 habitaciones. Él puede rentarlas todas si fija una renta 

mensual de $200 por habitación. A una renta más alta, algunas habitaciones quedarán 

vacías. En promedio, por cada incremento de la renta de $5, una habitación quedará vacía 

sin posibilidad alguna de rentarla. Determine la relación función entre el ingreso mensual 

total y el número de habitaciones vacías. ¿Qué renta mensual maximizaría el ingreso total? 

¿Cuál es el ingreso máximo? 
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Ý I = 12000 + 300x - 200x - 5x2 

ᵼI = - 5x2 + 100x + 12000  

 

 

 

 

a = -5, b = 100, c = 12000 

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-

--

-
-=Ý

)5(4

100)12000)(5(4
,

)5(2

100 2

V

 

 

Renta mensual máxima: 200 + 5x 

                                      = 200 + 5 x 10 =  

 

Ejemplo 48.  (Agricultura). Un granjero tiene 200 yardas de cerca para delimitar un 

terreno rectangular.  Exprese el área A del terreno como una función de la longitud de 

uno de sus lados. 

Solución: 

 

 
 
 
 
 
 
 

$250 

X 

X 

Y Y 

Perímetro: P=200=2X+2Y 
 
÷2          100=X+Y 
 

Ý 100-Y = X   (1) 
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Área ­ A = XxY  (2) Ý (1) en (2) ­ A = X (100-X) 
        
 
Ejemplo 49.   (Función de costo).  Se construye una cisterna de modo que su 

capacidad sea de 300 pies cúbicos de agua.  La cisterna tiene como base un cuadrado 

y cuatro caras verticales, todas hechas de concreto y una tapa cuadrada de acero.  Si 

el concreto tiene un costo de $1.50 por pie cuadrado y el acero cuesta $4 por pie 

cuadrado, determine el costo total C como una función de longitud del lado de la base. 

Solución: 

 

 
 

 
 
Ejemplo 50.  (Funciones de ingresos).  Un hotel tiene 70 habitaciones que puede rentar 

en su totalidad si la renta se fija en $200 al mes por habitación.  Por cada incremento 

de $5 en la renta de cada habitación, una habitación quedará vacía sin posibilidad 

alguna de rentarla.  Exprese el ingreso mensual total I como una función de: (a) x, si x 

A = 100X ï X² 
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es el número de incrementos de $5 en la renta de cada habitación.(b) La renta mensual 

P de cada habitación. 

Solución: XĄ #  de incrementos de $5 

 

2.12. LA FUNCIÓN INVERSA 
 

Ejemplo 51.1.: La función f(x)=x3-1 ¿tendrá inversa?¿Cuál será? Grafique ambas funciones 

Solución: Grafiquemos f(x)=x3-1;   D={xɭR};   

       

 
Al graficar ésta función se observa que R={yɭR} y es inyectiva; por lo tanto   y=x3-1 tiene inversa; 
entonces hallemos su inversa:  y=x3-1  f(x) 
                                                    
                                               

                                        x=y3-1  f-1(x) ᵼὼ ρ ώ  Ѝὼ ρ ώ ώ Ὢ ὼ Ѝὼ ρ 

donde   D={xɭR};   

 

 

 

 

x 0 1 2 3 -1 -2 -3 

y -1 0 7 26 -2 -9 -28 

x 0 7 26 -1 -2 -9 

y 1 2 3 0 -1 -2 
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Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrías de ambas funciones 
 

También podemos demostrar que una función es inyectiva (para que tenga inversa), 

demostrando que ὛὭ Ὢὼ Ὢὼ ᵼὼ ὼ  sin necesidad de hacer la gráfica. 

Veamos en éste ejemplo: Ὢὼ Ὢὼ ᵼὼ ρ ὼ ρᵼὼ ρ ρ ὼ ᵼὼ ὼ  

ᵼ ὼ ὼ ᵼὼ ὼ; por lo tanto, f(x)=x3-1 es inyectiva 

https://www.youtube.com/watch?v=TxRpKrQJsdw 

Ejemplo 51.2.: La función f(x)=2x+3 ¿tendrá inversa?¿Cuál será? Grafique ambas funciones 

Solución: Grafiquemos f(x)=2x+3;   D={xɭR};   

       

 

Al graficar ésta función se observa que R={yɭR} y es inyectiva; por lo tanto   y=2x+3 tiene inversa; 

entonces hallemos su inversa:  y=2x+3  f(x) 

                                                    

                                                   x = 2y+3  f-1(x) ᵼ ώ  Ὢ ὼ  

donde   D={xɭR};   

 

 

 

 
 

Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrías de ambas funciones 
 
 

Ejemplo 51.3.: La función f(x)= x5-3 ¿tendrá inversa?¿Cuál será? Grafique ambas funciones 

 

x -2 2 

y -1 7 

x -1 7 

y -2 2 

https://www.youtube.com/watch?v=TxRpKrQJsdw


CALCULO DIFERENCIAL.  JUAN GUILLERMO 

ARANGO. GRUPO GNOMON 

 

74 

 

Solución: Grafiquemos f(x)= x5-3;   D={xɭR};   

       

Al graficar ésta función se observa que R={yɭR} y es inyectiva; por lo tanto  y= x5-3 tiene inversa; 

entonces hallemos su inversa:  y= x5-3  f(x) 

                                                    

                                                    x= y5-3  f-1(x) ᵼςὼ σ ώ  ςὼ σ ώ  

                                               ώ Ὢ ὼ ςὼ σ      donde   D={xɭR};  

 
 
 

 
 

Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrías de ambas funciones 
 

Ejemplo 51.4.: La función Ὢὼ Ѝ ρ ὼ ¿tendrá inversa?¿Cuál será? Grafique ambas 

funciones 

Solución: Grafiquemos Ὢὼ Ѝ ρ ὼ;    

      ρ ὼ π ρ ὼ ὼ ρ $ Ø˰2ȾØ ρ         

                                   

 

x 0 1 2 -1 -2 

y -3 -2.5 13 -3.5 -19 

x -2.5 -3 -19 -3 

y 1 2 3 0 

x -1 -2 -5 

y 0 1 2 
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Al graficar ésta función se observa que R={yɭR/y π} y es inyectiva; por lo tanto  Ὢὼ Ѝ ρ ὼ    

tiene inversa:  ώ Ѝ ρ ὼ  f(x) 
                                                    
                                               

             ὼ ρ ώ    f-1(x)     ᵼὼ ρ ώ  ώ ρ ὼ ώ Ὢ ὼ ρ ὼ 

donde   D={xɭR/xπ};   
 

 
 
 
 
 

 
 

Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrías de ambas funciones 
https://www.youtube.com/watch?v=TxRpKrQJsdw&vl=es-419 

 

 
Ejemplo 51.5.:  Encontrar la inversa de cada una de las funciones que se dan a 

continuación, e indicar si dicha inversa es o no es función:  
 

Recuerda que también podemos demostrar que una función es inyectiva (para que 

tenga inversa), demostrando que ὛὭ Ὢὼ Ὢὼ ᵼὼ ὼ  sin necesidad de hacer 
la gráfica. 

ὥȢ   ◐ █● ●  O ὛὭ Ὢὼ Ὢὼ

        

ὼ ὼ 

        ὼ ςώ ψ
ὼ ψ

ς
ώ Ὢ ὼ 

x 0 1 2 

y -1 -2 -5 

https://www.youtube.com/watch?v=TxRpKrQJsdw&vl=es-419
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ὦȢ   ◐ █● ●  O ὛὭ Ὢὼ Ὢὼ

    

  

ὼ ὼ 

ὧȢ   ◐ ▌● ●  O ὛὭ Ὢὼ Ὢὼ

 

ὼ ὼ 

         ὼ ώ φ ὼ φ  ώ Ѝὼ φ ώ Ѝὼ φ ώ Ὣ ὼ  

 

ὨȢ   ◐ ▐● ■▫▌ ●  O ὛὭ Ὤὼ Ὤὼ
    

        

ὼ ὼ 

              ὼ ÌÏÇώ υᵾρπ ώ υ ρπ υ ώ Ὤ ὼ 
 
 

ὩȢ   ◐ █◄ ▄◄  O ὛὭ Ὢὸ Ὢὸ

  

    
  

ὸ ὸ 

      ὸ Å ὰὲ ὸ ÌÎ Å ὰὲ ὸ ώ ςÌÎÅὰὲ ὸ ώ ς ὰὲ ὸ ς
ώ Ὢ ὸ 

 

ὪȢ   ◐ ▌◄
Ἴ

◄
 O ὛὭ Ὣὸ Ὣὸ

  

  

    

ὸ ὸ 

            ὸ ὸώυὸ σώ τ ὸώσώ υὸ τ ώὸ σ υὸ τ 

             ώ
υÔτ

ὸ σ
Ὣ ὸ 
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2.13. FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 
 

                 Ejemplo 51.6.: Halle la inversa de la función f(x)=senx y grafique ambas. Hallemosle el 

dominio de ambas funciones 

Solución: La siguiente es la gráfica de la función f(x)=senx. Obsevese que el dominio es 

D={xɭR}; y no es funci·n inyectiva  

 

Por lo tanto para poderle hallar la inversa debemos limitar el dominio D={xɭR/“Ⱦς ὼ “Ⱦς}   

 

 

Obsérvese que a la función 

de ésta gráfica ya si le 

podemos hallar la inversa 

porque tenemos una función 

inyectiva  

 

ÆØ Ù ÓÅÎØȟ   ÓÉ Øɴ
ʌ

ς
ȟ   
ʌ

ς
   

                                                      Æ Ø Ø ÓÅÎÙ 

Æ Ø Ù ÁÒÃȢÓÅÎØȟ   ÓÉ Øɴ ρȟ   ρ 

 

x -1 -0.5 0 0.5 1 

y -ˊ/2 - ˊ/6 0 ˊ/6 ˊ/2 

 -900 -300  300 900 
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Ejemplo 51.7.: Halle la inversa de la función f(x)=cosx y grafique ambas. Hallemosle el 

dominio de ambas funciones 

Solución: La siguiente es la gráfica de la función f(x)=cosx. Obsevese que el dominio es 

D={xɭR}; y no es función inyectiva  

 

Por lo tanto para poderle hallar la inversa debemos limitar el dominio D={xɭR/π ὼ “}   

 

 

Obsérvese que a la función de ésta 

gráfica ya si le podemos hallar la 

inversa porque tenemos una función 

inyectiva  

 

ÆØ Ù ÃÏÓØȟ   ÓÉ Øɴ πȟ   ʌ   
                                                     
                                                         Æ Ø Ø ÃÏÓÙ 
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Æ Ø Ù ÁÒÃȢÃÏÓØȟ   ÓÉ Øɴ ρȟ   ρ 

 

x 1 0.707 0 -0.707 -1 

y 0 ˊ/4 ˊ/2 3ˊ/4  ́

  450 900 300 1800 

 

  

Ejemplo 51.8.: Halle la inversa de la función f(x)=tanx y grafique ambas. Hallemosle el 

dominio de ambas funciones 

Solución: La siguiente es la gráfica de la función f(x)=tanx. Obsevese que el dominio es  

{ }...;2/3;2// pp °°̧ÁÍ= xxD ; y no es función inyectiva  
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Por lo tanto para poderle hallar la inversa debemos limitar el dominio  

 

 

Obsérvese que a la función de ésta 

gráfica ya si le podemos hallar la 

inversa porque tenemos una función 

inyectiva  

ÆØ Ù ÔÁÎØȟ   ÓÉ Øɴ ȟ    

                                                     
                                                        Æ Ø Ø ÔÁÎÙ 

Æ Ø Ù ÁÒÃȢÔÁÎØȟ   ÓÉ Øɴ ЊȟЊ  

 

x -Њ -1 0 1 Њ 

y (ˊ/2)+ -ˊ/4 0 ˊ/4 (ˊ/2)- 

  450  450  
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Este debe ser el dominio y rango para que sean funciones, e inyectivas 

(para que una función tenga inversa tiene que ser inyectiva).  

 

Funciones 
Dominio 

Rango 

y = arc.senx Ú seny = x -1 ¢ x ¢ 1 - p/2 ¢ y ¢p/2 

y = arc.cosx Ú cosy = x -1 ¢ x ¢ 1 0 ¢ y ¢p 

y = arc.tanx Ú tany = x - ¤< x <¤ - p/2 < y <p/2 

y = arc.cotx Ú coty = x - ¤< x <¤ 0 < y <p 

y = arc.secx Ú secy =x x ¢ -1, x ² 1 0 ¢ y ¢p, y p̧/2 

y = arc.cscx Ú cscy = x x ¢ -1, x ² 1 - p/2 ¢ y ¢p/2, y  ̧0 
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2.14. LA FUNCION EXPONENCIAL 

Se llama funci·n exponencial de base ñaò a toda funci·n de la forma () ,xaxf =  donde 

+ÍRa ( ""a  constante) y .RxÍ  

 
 

 

 

 

 

Hay un tipo de función exponencial especial donde ea=   ...57182818284.2=e  
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2.15.LA FUNCION LOGARITMICA 

 

La función logarítmica es la función 

inversa dela función exponencial 

 

 

 

ώ ὥ ὰέὫώ ὼ 

 

 

  

Definición: Si 1,0 ¸> bb y
+ÍRx ,  xbxy y

b =Ú=Ý log  
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2.15.1. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS. 

  

  

  

 

 

 

   

 

 

 

 

 

1. Logaritmo de un producto es igual a la suma de sus logaritmos. 

2. Logaritmo de un cociente es igual a la resta de sus logaritmos. 

3. Logaritmo de una potencia es igual a la potencia multiplicada por su logaritmo. 

 

 
 
No confundir:  

 
 
 
 
 

 
Si  y  

  

Si  y , y si  

 1.  

  2.  

  3.  

( )
( )

( )
( ) )(loglog

)(
log

log
log

)(logloglog
)(logloglog

dAA

c
B

A
B

A

bBABA
aBABA

n
b

n
b

b

b
b

bbb

bbb

¸

¸

³¸³
+¸+
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Obsérvese que en las gráficas anteriores la recta y=x es el eje de simetría de las funciones 

ώ ὥ   ώ  ὨὩ  ώ ὰέὫὼ 

Ejemplo 56. La velocidad de un paracaidista en el tiempo t está representada por ὺὸ

ψπὩȢ ρ, Donde t está dada en segundos y V en pies / s.  

a. Determinar la velocidad inicial del paracaidista.  

b. Determinar la velocidad del paracaidista después de transcurridos 5 y 10 segundos. 

c. ¿Cuándo la velocidad del paracaidista es de 26,4 pies/s? 
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Solución: 

a. ὺὸ ψπὩȢ ρŸ  ὺπ ψπὩȢz ρ     O      ὺπ ψπὩ ρ    O
                          ὺπ ψπρ ρ ψπzπ π 

ὦȢὺυ ψπὩȢz ρ  O      ὺυ ψπὩ ρ ρσχȢυ
ὴὭὩί

ίὩὫ
Ȣ 

            ὺρπ ψπὩȢz ρ     O      ὺρπ ψπὩ ρ  υρρȢρ
ὴὭὩί

ίὩὫ
 

ὧȢ  ὺὸ ψπὩȢ ρŸ  ςφȢτ ψπὩȢ ρ  O   
Ȣ
ρ ὩȢ   

              ᴼ  ÌÎ 
Ȣ
ρ ὰὲὩȢ    ᴼ ÌÎ

Ȣ
ρ πȢςὸz ὰὲὩ   

                  O
ÌÎ

Ȣ
ρ

πȢς
ὸ   O ὸ ρȢτσ ίὩὫȢ  

 

2.16. TRANSFORMACION DE FUNCIONES 
 

Resumen 
 

 
(a) Desplazamiento 

vertical 

         Si     y=f(x) 

ᵽ 
                y=f(x) + c 

 ᴻ╬(+) 

 

 Ȣc(-) 

 
(b) Desplazamiento         
     horizontal 

           Si     y=f(x) 
ᵽ 

    y=f(x + c) 
 

● ╬ ᵼ● ╬ 

 ● ╬  N

 

● ╬  O

 
(c) Reflexión en 
        el eje x 

            Si     y=f(x) 

ᵽ 

*          y= - f(x) 

 

   
(d) Reflexión en  

el eje y 

            Si     y=f(x) 

ᵽ 

*       y=  f (- x) 

 

(e) Estiramiento y 
acortamiento vertical 

Si     y=f(x) 

**          ᵽ 
         y= c. f (x) 

Si c>1 se tiene un 
estiramiento vertical. 
Si 0<c<1 se tiene un 
acortamiento vertical 

(f) Estiramiento y 
acortamiento horizontal 

Si     y=f(x) 

**          ᵽ 
         y= f (c.x) 

Si c>1 se tiene un 
acortamiento horizontal. 

Si 0<c<1 se tiene un 
estiramiento horizontal 
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*  Si hay reflexión y desplazamiento al mismo tiempo; primero se realiza la reflexión y luego 

los desplazamientos. 
 

**  Si hay estiramiento y desplazamiento al mismo tiempo; primero se realiza el estiramiento 

y luego los desplazamientos. 
 
Desplazamientos Verticales 
 

 

Ejemplo 59. Dada  la gráfica de 
f(x)=x2+x+2; grafique   h(x)=x2+x+5    y  
k(x)=x2+x-1 
 
Solución: 

ÈØ Ø Ø ς ÆØ   ᴻ  

ËØ Ø Ø ς ÆØ     Ȣ  

 

 
 
 
Desplazamientos Horizontales  
 

Ejemplo 60. Dada la gráfica de f(x)=x2+x-10;    grafique h(x)=(x+4)2+(x+4)-10   y     

k(x)=(x-4)2+(x-4) -10 

Solución: ÈØ Ø Ø ρπ ÆØ ;        Ø π Ø τ τ 
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                                                         (Desplazamiento horizontal hacia la izquierda) 
 

                      ËØ Ø Ø ρπ ÆØ ;        Ø π Ø τ τ 

                                                         (Desplazamiento horizontal hacia la derecha) 
 

 
 
 

Desplazamiento horizontal y vertical: 

Ejemplo 61. 

Desplazamiento vertical: f(x)= x3-2x Ý f(x)= x3-2x+c 

Desplazamiento horizontal: f(x)= x3-2x Ý f(x)= (x+a)3-2(x+a) 

Dada la gráfica de f(x)= x3-2x; construya las gráficas g(x)= x3-2x+3; 

h(x)= x3-2x-3; K(x)= (x-3)3-2(x-3),     I(x)= (x+4)3-2(x+4) 
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Ejemplo 62. Dada la gráfica de f(x)= x3-2x; construya la gráfica k(x)= (x-2)3-2(x-2)+4   

Solución: ËØ Ø ςØ ÆØ ; Ø π Ø ς ς                 

                                                                                                (Desplazamiento horizontal) 
                                                                                                             ᴻ       (Desplazamiento vertical)    
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Ejemplo 63. 

Desplazamiento 

horizontal y vertical : 

Dada la gráfica de f(x)= 

x2; construya las gráficas 

g(x)= x2-3   y 

h(x)= (x+2)2-3 

 

x+2=0ᵼx=-2      N -2 

 

                                -3 

 

 

                       -2 

 

 

 

Ejemplo 64. A partir de la 

gráfica f(x)=ex; 

Grafique g(x)=e(x-1)+2. 

 

Solución: Obsérvese que 

cada punto de la gráfica 

f(x)=ex tuvo un 

desplazamiento en ñyò de 2 

unidades y en ñxò de 1 

unidad 

x-1=0ᵼ●        2 

                  1 
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Ejemplo 65. A partir de la 

gráfica f(x)=x(1/2); 

Grafique g(x)=(x-1)(1/2)-2. 

 

Solución: Obsérvese que 

cada punto de la gráfica 

f(x)=x(1/2)  tuvo un 

desplazamiento en ñyò de  -2 

unidades y en ñxò de 1 unidad.  

x-1=0ᵼ●  

 

                                        2  

 
Ejemplo 66. A partir de la gráfica  

f(x)= - 3x2+2; 

Grafique g(x)= - 3(x-1)2+1. 

 

Solución:  

ÇØ   σØ ρ ς  

 
x-1=0ᵼ●  

 
                         -1 

 
 

 

 
Reflexión de gráficas 

Si tenemos la gráfica y=f(x), la podemos reflejar en el eje ñxò, graficando 

y= - f(x); y la podemos reflejar en el eje ñyò, graficando y= f(-x)  
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Reflexi·n en el eje ñxò 

 
 
 

Reflexi·n en el eje ñyò 

 
 

 

Ejemplo 67. Dada la 

gráfica f(x)=x2+2x+3; 

grafique las reflejadas en 

el eje ñxò y en el eje ñyò. 

Solución:  

 

 

Ejemplo 68. Dada  la gráfica de f(x)=x2+x+2; grafique h(x)=-x2-x-2  y  k(x)=x2-x+2 

Solución: ÈØ Ø Ø ς ÆØ   ἺἭἮἴἭὀἱĕἶ Ἥἶ Ἥἴ ἭἲἭ ͼὀͼ;      

 ËØ Ø Ø ς Æ Ø   ἺἭἮἴἭὀἱĕἶ Ἥἶ Ἥἴ ἭἲἭ ͼὁͼ 
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Ejemplo 69. Dada la gráfica f(x)=x3-2x2+4; grafique  k(x)=(-x-4)3-2(-x-4)2+1 

Solución: Como se observa, en esta grafica hay desplazamiento horizontal, vertical y 

reflexi·n en ñyò. 

Lo primero es graficar la reflejada en ñyò: g(x)=f(-x)=(-x)3-2(-x)2+4;  g(x)=-x3-2x2+4  

Sobre ésta reflejada se hacen los desplazamientos vertical y horizontal. 

ËØ Ø ς Ø τ   

 

-x-4=0 Ÿ x=-4; y de 4 para llegar a 1 se le resto 3; es decir la gráfica se desplazó 4 

unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia abajo. 

                                        4 

 

                             3 
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Ejemplo 70: Dada la gráfica siguiente 
 

 
 

Grafique Ὧὼ ὼ σ ὼ χ 
 
Solución: Esta grafica tiene reflexión 

en ñxò y desplazamiento horizontal y 
vertical 

Primero debemos graficar la reflejada: 
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Segundo; a partir de la reflejada  

Ὣὼ ὼ ὼ ς  se hacen los 
desplazamientos: 
Ὧὼ ὼ σ ὼ σ ς σ υ 

 
Obsérvese que ésta es la reflejada, 
pero donde est§ la ñxò se cambia por 
ñx+3ò; entonces tendr²amos: 
 
Ὧὼ ὼ σ ὼ σ ς  

 
 

● ᵼ●  N   

 
                                  3 
                            2 
 
 
 

 

Ejemplo 71. Dada la gráfica 

 Ὢὼ Ѝὼ ; grafique  

 Ὧὼ Ѝσ ὼ ς 

 Solución: En esta grafica hay 

desplazamiento horizontal, vertical y 

reflexi·n en ñyò. 

Grafico la reflejada en ñyò: Ὢὼ Ѝ ὼ ;  y 

luego se le hacen los dos desplazamientos. 

 

Para graficar Ὧὼ Ѝσ ὼ ςȠ    3-x=0, Ÿ x=3; y de 0 

para llegar a 2 se le sumo 2; es decir la gráfica se 

desplazó 3 unidades hacia la derecha y 2 unidades hacia 

arriba. 
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Ejemplo 72. Dada  la gráfica de Ὢὼ Ѝὼ;  

Grafique: (a) h ὼ Ѝσ ὼ ς  y  (b) l ὼ Ѝὼ σ τ   
 

Solución: (a) k ὼ Ѝ ὼ Æ Ø   ἺἭἮἴἭὀἱĕἶ Ἥἶ Ἥἴ ἭἲἭ ͼὁͼ Primero graficamos la curva              

                                                                                                     reflejada en el eje ñyò. 
 

 
 

Ya con la curva reflejada en el eje ñyò, le hacemos los desplazamientos: hὼ Ѝ ὼ    
ὀ ὀ   (Desplazamiento horizontal) 

ᴻ       (Desplazamiento vertical) 
 
 

 
 

         (b) t ὼ Ѝὼ  ÆØ   ἺἭἮἴἭὀἱĕἶ Ἥἶ Ἥἴ ἭἲἭ ͼὀͼ Primero graficamos la curva reflejada en      

                                                                                                                                         el eje ñxò. 
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Ya con la curva reflejada en el eje ñxò, le hacemos los desplazamientos: lὼ Ѝὼ    

ὀ ὀ   (Desplazamiento horizontal) 
ᴽ       (Desplazamiento vertical) 
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Ejemplo 73. Dada la gráfica 

f(x)=2(x+2)3-3(x+2)2-5; grafique  

k(x)=2(-x-3)3-3(-x-3)2-1 

Solución: En esta grafica hay 

desplazamiento horizontal, vertical y 

reflexi·n en ñyò. 

Grafico la reflejada en ñyò: g(x)=2(-x+2)3-3(-

x+2)2-5;  y luego se le hacen los dos 

desplazamientos. 

Para graficar k(x)=2(-x-3)3-3(-x-3)2-1Ƞ    hay 

que tener en cuenta que  ïx+2 para llegar a ï

x-3 se le tuvo que agregar a ïx+2, -5 

unidades; es decir, cada punto se desplazó 5 

unidades hacia la izquierda; y de -5 para llegar 

a -1 se le sumo 4; es decir la gráfica se 

desplazó 4 unidades hacia arriba. 
 

 

Ejemplo 74. Dada la gráfica 

f(x)=-3(-x+2)3+2(-x+2)2+1; grafique  

k(x)=-3(x-2)3+2(x-2)2-2 

Solución: En esta grafica hay desplazamiento 

horizontal, vertical y reflexi·n en ñyò. 

Grafico la reflejada en ñyò:  

g(x)=-3(x+2)3+2(x+2)2+1;  y luego se le hacen los 

dos desplazamientos. 

Para graficar k(x)=-3(x-2)3+2(x-2)2-2Ƞ    hay que 

tener en cuenta que x+2 para llegar a x-2 se le 

tuvo que agregar a x+2,  -4 unidades; es decir, 

cada punto se desplazó 4 unidades hacia la 

derecha; y de +1 para llegar a -2 se le resto 3; es 

decir la gráfica se desplazó 3 unidades hacia 

abajo. 

 

 

 


