CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

CAPITULO I: DESIGUALDADES Y VALOR,
ABSOLVTO

OBJETIVOS

» Resolver desigualdades con una variable y representar su soluciéon en la recta numérica
o empleando la notacién de intervalos.

» Resolver desigualdades que involucren valor absoluto.

» Modelarsituaciones problemas en términos de desigualdades.

» Clasificar cierta cantidad de datos acerca de una medida de acuerdo a una relacion de
orden, para luego interpretar en el lenguaje habitual su significado.

> Identificar en las relaciones de orden las diferentes jerarquias que se dan en ciertas

organizaciones sociales.
DIAGNOSTICO
Para éste capitulo es fundamental que el estudiante logre resolver ecuaciones en una
variable; que sepa factorizar y conozca muy bien la recta real. Con el diagndstico

observaremos si esto ocurre.

1. Resolver para la letra indicada:

a—rl X—2 X—2
S= ;o —=1 X 2 =0 x
@) 1-r ® =t © x_2
~2 472
(d) §_2=2; X (€) 9=L2; t ® A=2ar(r+h) r

~+

2. Sefalar en la recta de nameros reales y representar el conjunto con la notacién de

intervalo. {X/ X0} {x/x>3}

3. Efectuar aplicando productos notables (X2 —3X+ 4)2

4. Factorice lo méaximo: a) x® +5x° —81x? — 405x

b)4x2 —a? +y2 —4xy+2ab—b2

5. Obtener el conjunto solucion completando el cuadrado:
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3x% —2x—6=0

2  OX ) .
6. Resolver X +?+1=0 por la formula cuadratica

2 1
7. Resolver ZXA —SXA -3=0

8. Resolver J2x+3—x/x—2—2:0

1.1. LA RECTA REAL

Para representar el conjunto de los nUmeros reales usamos un sistema de coordenadas que

se llama la recta real. El nUmero real que le corresponde a un Gnico punto en particular de
la recta real se llama la coordenada de este punto. El punto de la recta que corresponde al
cero se llama origen de la recta real. A la izquierda del origen se ubica los nimeros negativos

y a la derecha los nimeros positivos.

1.2. DESIGUALDADES O INECUACIONES
En esta unidad analizaremos una nueva propiedad de los numeros reales y es la que “EL
CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES ES ORDENADO”. Esto significa que si sobre una

linea recta colocamos dos numeros “a” y “b”, tales que “a” esta a la izquierda de “b”, esto

[Pl [ l]

significa que “a” es menor que “b” 0 que “b” es mayor que “a”.

a b
« | |

D ! !

L J

Para introducir este concepto de orden, se han creado una serie de simbolos asi:
>Mayor que = x>y (se lee: x es mayor que y)

< Menor que = x<Yy (se lee: x es menor que y)

> Mayor o igual que = x >y (se lee: x es mayor o igual que y)

< Menor o igual que = x <y (se lee: x es menor o igual que y)

A estos simbolos se le llaman signos de desigualdad y a las expresiones algebraicas que
contengan estos simbolos se les llaman DESIGUALDADES y sus soluciones se representan

en forma de intervalos. (Ej. X + 5> 4, x?< 6, 2 > X2+ 4)

Si escribimos x < 4, queremos indicar que X esta a la izquierda de 4 en la recta numérica. Y

si escribimos x > 3, queremos indicar que x esta a la derecha de 3 en la recta numérica.
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1.2.1. PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES. El algebra para operar las
desigualdades es la misma que se utiliza en las expresiones algebraicas conocidas hasta el

momento. La Unica diferencia radica en que, si multiplicamos o dividimos ambos miembros
de una desigualdad por un mismo nimero NEGATIVO, la desigualdad CAMBIA de sentido.

Ejemplo 1. —3x<12:>_3;>123:>x>—4

1. Sia<hb, entoncesa+c <b+c

2.Sia<byc<d,entoncesa+c<b+d
Reglas de las

Desigualdades 3.Sia<byc >0, entonces ac < bc

4.Sia<byc<0,entonces ac > bc

5.Si0<ac<hb, entonces 1/a > 1/b

Regla 1: Si tengo una desigualdad y le sumo una misma cantidad en ambos miembros de

la desigualdad, el sentido de la desigualdad no cambia.

4<10 0 17>10
4+ (-2) <10+ (-2) 17+5>10+5
2<8 22>15

Regla 2: Sitengo dos desigualdades con el mismo sentido, al sumar las partes  izquierdas

y las partes derechas, el sentido de la desigualdad no me cambia.

5>3 + o] <1 +
4>2 o<8
9> 5 12<9

Regla 3: SiItengo una desigualdad y multiplico ambos miembros por una cantidad positiva,

el sentido de la desigualdad no me cambia.

5< 60 0] -7>-12
5. (+2) <60. (+2) -7. (+5) > -12. (+5)
10< 120 -35>-60

Regla 4: Si tengo una desigualdad y multiplico ambos miembros por una cantidad negativa,

el sentido de la desigualdad me cambia.
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5< 60 0 -7>-12
5. (-2)>60. (-2) -7. (-5) <-12. (-5)
-10>-120 35<60

Regla 5: Sitengo una desigualdad con dos cantidades positivas, los inversos multiplicativos
de dichas cantidades me cambian el sentido de la desigualdad

O<5<8,:>;>1

1.2.2. INTERVALOS. Un intervalo es otra forma de representar un conjunto de nimeros, en

el cual basta con nombrar entre un corchete 6 paréntesis al nUmero menor y al mayor.
Quedando representado asi todo el conjunto de nUmeros que se encuentran entre estos dos

ndmeros.
(a, b)

PN

Extremo izquierdo. Extremo derecho.

CLASES DE INTERVALOS

e Intervalos abiertos. Son aquellos intervalos en los cuales los extremos derecho e
izquierdo no pertenecen al conjunto de nimeros que representa un intervalo. Esta forma

de intervalos se representa de la siguiente forma: (a,b)

Eiemplo 2. El conunto A={X/3<Xx<8}, contiene todos los nimeros reales

comprendidos entre 3 y 8, pero no incluye ni el 3 ni el 8. Se denota (3,8) y se represente

graficamente:

3 2
i { ........................................................................ } oo

e Intervalos cerrados. Son aquellos intervalos en los cuales los extremos derecho e
izquierdo si pertenecen al conjunto de nameros que representa el intervalo. Esta forma

de intervalos se representa de la siguiente forma: [a, b]

Ejemplo 3. El conjunto B:{X/BSXSB} , contiene todos los numeros reales

comprendidos entre 3 y 8, incluyendo al 3 y al 8. Se denota [3, 8] y se representa

graficamente:
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3 8
- < L | » o

e Intervalos semiabiertos o semicerrados. Son aquellos intervalos en los cuales los
extremos derecho o izquierdo pertenecen al conjunto de nimeros que representa el
intervalo, pero no ambos extremos a la vez. Esta forma de intervalos se representa de la

siguiente forma: (a, b] o [a, b).

Ejemplo 4. El conjunto C:{x/ggx<8}, contiene todos los numeros reales

comprendidos entre 3 y 8, incluye al 3 y no incluye al 8. Se denota [3,8) y se representa

graficamente:

3 8
-0 % PR 3 >

Eiemplo 5. Resolver la desigualdad 1+ X <7X+5

Solucién: La desigualdad dada se cumple para algunos valores de x, pero para otros no.
Resolver una desigualdad significa determinar el conjunto de niumeros x para los cuales la
desigualdad es cierta. A este conjunto se le llama conjunto de solucién. Primeramente

sumamos -1 de ambos miembros de la desigualdad (usando la Regla 1 con ¢ = —1):
14X+ (1)< 7x+5+(-1) = x < 7x+ 4

Luego se suma - 7x de ambos miembros (Regla 1 con C=—7X):
X+ (=7X) < TX+4+(=7X) = —-6x < X

Ahora multiplicamos ambos miembros por - 1/6 [Regla 4 con c = - 1/6]

- BX{_lj > 4.(_1] =X > — E
6 6 3

Todos estos pasos se pueden seguir en sentido inverso, asi que el conjunto solucién esta

formado por todos los nimeros mayores que 2.
3

En otras palabras, la solucién de la desigualdad es el intervalo (—i,oo).

Ejemplo 6. Resolver las desigualdades 4 <3x—2<13.

Solucién: En este caso, el conjunto solucién consta de todos los valores de x que satisfacen
ambas desigualdades. Aplicando las reglas de las desigualdades, vemos que las
desigualdades siguientes son equivalentes:

4<3x-2<13; 6 <3x <15 (se suman 2)
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2<x<5 (Sedividen entre 3). Por lo tanto, el conjunto solucion es [2 5).

Ejiemplo 7. Resolver 2X +1<4Xx—-3<X+7
Solucién: En este caso, lo primero es resolver las desigualdades por separado.
2X+1<4X—-3Y4Xx—-3<X+7

4 <2xy3x<10; =2<x Yy xs%

Puesto que x debe satisfacer ambas desigualdades, 2<x< 12
-3

De modo que el conjunto solucién es el intervalo cerrado [2 10]
'3

Eiemplo 8. Hallar la interseccion de los conjuntos solucién de las desigualdades:
—-3<2-5X y 2-5x<12
Solucion: ~3<2-5x<12=—3-2<2-5x—#<12-2

-5_-5x_10
-5<-5x<10 == —>—2>" >X>—

- _5:>1_x_ 2,
=-2<x<1 Solucion: [-2, 1]

1.3. DESIGUALDADES DE 2°0 MAS.

Cuando la desigualdad es de 2° grado o0 mas, procedemos asi:

a. Desigualamos a cero.

b. Tratamos de factorizar.

c. Hallamos las raices (los valores de la variable donde cada factor se hace “cero”), y los
colocamos en la recta numeérica.

[T ]

d. Enlarecta numérica voy a tener “n” intervalos, de los cuales voy a analizar el que quiera,
tomando un valor de la variable “dentro” del intervalo y reemplazando en la desigualdad
desigualada a cero y factorizada (preferiblemente tomo el valor de “cero” por ser mas
facil de reemplazar).

e. Observo si me resulta una cantidad positiva (+) 6 negativa (-) y si satisface la
desigualdad; entonces dicho intervalo si satisface o no.

f. Los demas intervalos van a satisfacer intercaladamente: si, no, si...

g. La solucién es la unién de los intervalos donde estan los “si”

Ejemplo 9. Hallar el conjunto solucion de la desigualdad X* < X+6
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Solucién:

¥ —x—-6<0=(x-3)x+2)<0 (a)

v o
X=23 Xx=-2
-2 * 3
-0 4 G, 1 >
no si no
Supongamos: x=0en (a) = (-3) (2)<0; -6<0 jsi
Solucion: (-2, 3)
Eiemplo 10. Hallar el conjunto solucion de la desigualdad:
(x—2)x+3)x—-5)=0
Solucién:
x=2)x+3)x=5)=0 (a)
(r 2 +3)x<3)
xX=2 Xx=-3 x=5 |
307 2 5
-t - HHHHTH R o
no si no si

Suponiendox=0en(a): = (-)(+)(-) >0
(+)>0 si; = solucion: [-3,2] U [5,»)

NOTA: si una raiz esté repetida, se coloca las veces que éste en la recta numérica; entonces
habra intervalos ficticios.

Ejiemplo 11. Resolver la desigualdad x(x — 2)2 (x + 3) >0
Solucion:

wx—-2)(x+3)>0 (a
r(}r\‘)n(r+l:> (a)

x=0 x=2 x=-3
3 o * 2 2
on AT :} { _________________________________ } ( _____________________________________________________________________ » o0
si no si no si

Suponiendo x=1en (a): = (+) () (+) >0
+> 0 si = solucion: (-90,-3) U (0,2) U (2,0)

Ejemplo 12. Resolver x(x—2)’(x+3)=0

Solucién:
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x=2)(x+3)20 a
\(,‘)(,\) (a)
X=0 x=2 x=-3
3 0 ¥ 2 2
Y EITITITITIL, } Rekaazesens } karreciarerretoeris >
si no si no si

Solucién:(-« ,-3] U [0, o)

NOTA: Si una desigualdad de 2° grado, después de haberse desigualado a cero no es
factorizable; se aplica la formula general para hallar las raices reales (si las hay) y se colocan
en la recta numérica. Si resultan raices imaginarias, la soluciéon son todos los reales, o no
hay solucion.

Ejemplo 13. Resolver la desigualdad x%+5x—2>0

Solucion: x*+5x—-2>0=(x+?)(x-?)>0

—5+.025-4(1)(-2 _
e N : (=2 _ Sjs.? x1= 037, xp= 537
=(x+537)(x-037)>0 (a)
-5.37 0 * 0.37
. QLT j I.K = a0
g1 no 81

Suponiendox=0en(a): = (+) (1) >0
(-) > 0 jno!, = Solucién: (-0, -5.37) U (0.37, »0)

Ejemplo 14. Resolver la desigualdad 2x?— 3x +5< 0

no
3+./9-4(2)5 e >
Solucién: X= A (2)0) =...l
2(2)
Suponiendo x = 0 en la desigualdad original: 0 — 0 + 5 < 0 jno!
= Solucién: @
Ejemplo 15. Resolver 2x> —3x + 5> 0
si

. 3+./9-4(2)(5 - oo L T, > 0

Solucién: x = = (2)6) =..i

2(2)
Suponiendo x = 0 en la desigualdad

Origina: 0—0+5>0jsi! =  Solucion:{x: x €R}

8
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NOTA: Cuando la desigualdad tiene denominador variable, se desiguala a cero y se hace
todo el procedimiento anterior, teniendo en cuenta que una cantidad dividida cero no existe;

0 sea que en las raices del denominador los intervalos son abiertos.

4x -1

Ejemplo 16. Resolver <3
X
x=0
X=
4x -1 4x —-1-3x x-1
X_ — | — —
Solucién: ” —-3<0 X <0 X <0 @
-
x=0

= Solucién:(0,1]

Ejemplo 17. Resol (x=2) , x=4
emplo . Resolver =

X+3 X+5

— —

X#-3 X#-5

Solucién: X—2 x-4 x> +5X—2Xx—-10—x* +4x—3x+12
LA Y| N
X+3 X+5 (x+3)(x+5)

x=-=1/2
——

AX + 2

= =V (@

x=-3 x==5

>0

no si 1no si

Suponiendo x = 0 en (a): ﬁz 0 jsil= Solucién:(-5,-3) U [-¥2,x)
+ )+
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1.4. EL VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de un nimero a, denotada con el simbolo lal, es la distancia que hay de a
a 0 en la recta numérica real. Las distancias siempre son positivas o 0, asi que tenemos.
| al>0 paratodo nimero a

Por ejemplo:
13I=3 I-31=3  101=0 1.2 -11=./2-1 13-ml=m-3.

En general, tenemos

lal=a sia>0 | (3)
lal=-a sia<0

(Recuerde que si a es negativo, entonces —a es positivo).
Recuerde que el simbolo (significa “la raiz cuadrada positiva de”. Asi que ﬁz .S indica
. [a2 . . .
que s2=rys > 0. Por lo tanto, la ecuacion ~/A = a no es siempre cierta; sélo lo es cuando

. [A2 . -
a>0. Sia<0, entonces —a> 0, porloque ~/Ad = -a. De la ecuacion (3), se infiere entonces

la ecuacion.

JZ =1ar |@

La cual es valida para todos los valores de a.Resumiendo:

VG =lf@)|= [+10sifx=0

- 1(x), si f(x) < 0

1.4.1. PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

[T} [T 1]

Supongamos que en “a” y en “b” son numeros reales cualesquiera y que “n” es un entero.

Entonces: ‘a‘
Llab/=lalp 2= px0
bl b
3.‘an‘=‘a‘” 4.—-laj<a<lal

Por lo general es muy Gtil emplear las proposiciones siguientes para resolver ecuaciones o

desigualdades que incluyen valores absolutos;

10
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5./ f (X)| = g(x)\<:> f(x)==g(x)

cte. o variable; = g(x) >0

6./ f (x)| < g(x) 9= T =9(x)
AN
\ Interseccion.

7.\ f (x)\ >g(x) = 1 (x)>g(x) V{(X) <-g(x)

Unién

Desigualdad triangular = \a + b‘ < \a\ + ‘b‘

Demostracion: — ‘a‘ <a< ‘a‘ y — ‘b‘ <b< ‘b‘ (Propiedad 4)

= —(a+b)<a+b<a+[b (adcion)

= —(a+b))<a+b<(a+b) < la+b/ <[a+]b (Propiedad6)
f

9(x)

<1 (Propiedad 2), luego se aplica propiedad 6

Nota: cuando se tiene ‘ f (X)‘ < \g(x)\ —

fx)

=
g(x)

>

f(x) f(x
u >1= () 2 1(propiedad 2), luego se

9 g0

Cuando se tiene ‘f(x)‘ 2 \g(x)\ =

aplica propiedad 7

Eiemplo 18. Resolver ‘2x+5‘ =3

Solucién: no hay solucion.

Ejemplo 19. Resolver ‘2x+5‘ =3
2x+5=3 =>Hx=-1
Solucién: ‘2x+5‘ —3 & 2x+5=-3=>x=-4

11
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Eiemplo 20. Resolver ‘3)( _3‘ =2x-5

Solucién: 2x—5>0 =x>5/2

-DC"—[.LLLLLLLLLLLLLLLLLLGB

5i2
La solucion debe quedar /‘
Dentro de este intervalo.

‘3;{—3‘ =2x—5<>)3x-3=2x-5 —> x=-2 }
3x-3=-2x+5—>x =8/5
No satisfacen: no estan dentro del intervalo x >5/2 — No hay solucion.

Ejemplo 21. Resolver ‘3)( —3‘ =2X+5

Solucién: 2x+5>0 =>x > -5/2

|3x—3|:2x+5<:> 3x-3=2x+5 —»x=8
IX-3=-2Xx-5=x=-2/5

Satisfacen el intervalo x>-5/2

Ejemplo 22. Resolver ‘X_g‘ <2
Solucion: X—3<2< —2<X-3<2=-2+3<x-3+3<2+3

— 1< x <5Solucién: x e [1,5]

Ejemplo 23. Resolver x+2/>3

Solucion: [x+2 >3 X+2>3vx+2<-3

Xx>1vx<-5
Y —— s Solucion: X € (—0,—5)U (1,%0)
_ol 5 1 oo

2Xx—3
+2

Ejemplo 24. Resolver

12
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Solucién: 2X_325<:>2X_325 0
X+2 X+ 2
:>2x—3_52032x—3—5x—1020 0
X+2 X+2
X =-13/3
¥
—3x —13
>0 (a)
¥+ 2
X =-2
no si no
«—HHHHHTHED— »
ey 133 -2 oo

<-5
X+ 2
2X_3+5§0:2X_3+5X+1030
X+ 2 X+ 2
_,.--"‘" K—-’I
Tx+7
0 <0 (b)
x+2
X =-2
no si no

Supongamos: x=0en (@) —»~>0no; x=0en(b) - <0 jno!

+

D L ) ——

oo 133 o0

-2 -1

Eiemplo 25. Resolver ‘X —3‘ < ‘X—i— 4‘

+

Solucién: x ¢ [_ L 2)U (—2,—]}
3

X—3 X-3 X—3
Solucién: [X—3 <|x+4/= sl:>31:>_1<X—3<1:>_1S
x+4 X+4 S rds X+ 4
X—3
AX=8 _1=0< 1A XT3 g
X+ 4 X+4 X+ 4
X=-1/2
M;_:.[] (a) "'F\ -7 = () (b)
x+4 x+4
\x:-f—l ‘\x:-f—l
si no si no si
0 W — A VALY o
_ab 4 /2 a0 _oo 4 o0

Supongamos: X =0 en (a) N + >0 si;
_|_

x=0en(b)_>:<0 si.
_|_

13
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AW Dooooo0oo0s. Solucién; x€[-1/2, 00)

o0 4 A2 a0

Ejemplo 26. Resolver \X\ > \X—Zu

X
Soluciénzl_lz _1<:>L2]_VLS_1
x-1 X— x—1 x—1
X 10V X 41<0
x—-1 X—
x=1/2
1 5 0 (a V 2x—1£ﬂ (b)
x—1 ‘f—]\
\i x =1 x=1
ng sl no sl no
>\ DI LMY A
ol 1 o0 -0 12 1 o0

Supongamos: x=0en (a) N t >(Q no; x=0en (b) 5 7<0 ino!

Solucion: xg[ 1/2,0) Nota: En la desigualdad original x =1 satisface

Ejemplo 27. Resolver \2x+3\ >x—3
Solucion: \2x+3\zx—3© 2X+3>2X—-3v2X+3<—x+3
x=—6 v 3x=0

BN SVAYAVA¥a TS xz—6 v x=0

-00 -6 0 oo

Solucién: xeR

Ejiemplo 28. Describir y dibujar las regiones dadas por los siguientes conjuntos:
@{x y)x=0};  (b){x, v)ly=1} (c){(x,y)1yl<1}

Solucién:

(a). Los puntos cuyas abscisas son 0 0 positivas se encuentran en el eje Y o la derecha de

él. Figura a.

14
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(b). El conjunto de puntos cuyas ordenadas es igual a 1 es una recta horizontal situada una
unidad arriba del eje X. Figura b.

(c). Recuerde que ly I <1 siysolo si—-1<y<1.

La regién dada esta formada por los puntos del plano cuyas ordenadas estan entre -1y 1.
Por lo tanto, la region consta de todos los puntos comprendidos entre (pero no en) las rectas
horizontales

Y =1yY =-1. (Estas rectas se muestran con trazo interrumpido en la figura c. Para indicar

gue los puntos pertenecientes a ellas no forman parte del conjunto).

] \
ty 1y 1Y
D | |
| x=0 2] _
A y=1
L U S S S A lyl<1
X 1 J: X
. . L - - - - - 3 2 1 0 1 2 3
-4 -2 bjo ;2 ;4 :ﬁ :II ;lD
= IO S S S G X el
3 : : : 3 1 0 1 2 —
400 B
o] ;
1 i i 1 ' - —

1.5. EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1 a 6 reescriba cada expresion sin emplear el simbolo de valor absoluto.
1. 5-23 R/18 2.-2| Rz 3. ‘ﬁ_5‘ R/ 5-./5
4. [x-2/six<2 R/ 2-x 5 x+1 R/|x+1=] x+lparax>-1
-X -1 parax<-1
6. ‘xz +]4 RIX2+ 1

Resuelva las siguientes desigualdades dadas en los ejercicios 7 al 23 en términos de
intervalos e ilustre los conjuntos solucidén en la recta numérica real.

7. 2Xx+7>3 R/ (-2,0) 81-X<2 R/ [-1,)

9. 2x+1<5x-8 R/ (3,0) 10.-1<2x-5<7 R/ (2,6)
11.0<1-x<1 R/ 12.4x <2x+1<3x+2 R/
<l-x< (04] X<2X+1<3x+ l_l’%)

13.1-X23-2Xx2X—6 R/[23] 14 (x—1)x—2)> 0 R/(~0,1)U(2, =)

15.2x% + x <1R/ [-1,1/2] 16.x% +x+1>0 R/ (—o0,00)

17. 2 <3R/ (--3,8) 18X —=X" <0 Ri(—o]
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19.X° > X RI(-10)U@Lw) 20.1_4 R/ (—o0,0)U(1/4 )
X

2x+1
2L 0ex R(-200U@)  22°70<3 R (-w5)U6,)
2
23. X 7150 Rl (coo-1UL )
x2 +1

24. Larelacion entre las escalas de temperatura Celsius y Fahrenheit esta dada por C = 5/9
(F — 32), en donde C es la temperatura en grados Celsius (o centigrados) y F es la
temperatura en grados Fahrenheit. ¢ Qué intervalo de la escala Celsius corresponde a la

gama de temperatura 50 < F <9572
R/I10<C<35

25. Cuando el aire seco se desplaza hacia arriba se dilata y se enfria a razon de
aproximadamente 1 °C por cada 100 m de elevacion hasta aproxim. 12 Km.

a. Si la temperatura a nivel del suelo es 20 °C, obtenga una férmula para la temperatura
correspondiente a la altura h.R/ T=20-10h.0<h <12

b. ¢, Qué gama de valores de la temperatura se puede esperar si un avion despega y alcanza

una altura maxima de 5 Km? R/ —30°C <T <20°C

Resuelva la ecuacion dada para determinar x en cada uno de los ejercicios:

26.2x=3 R4+3 27.x+3=_2x+1 Rip_%

2 3

Resuelva cada una de las desigualdades dadas en los ejercicios 28 al 34.
28X/ <3 RI(-33) 29.x-4<1 R/ (35)

32.1</<4 RI[-4-1U[1L4] 33. ‘X‘ >‘X—1‘ R/ [1 OO)
5

34. <l R/ (-L)

2+ X

En los ejercicios dibuje la regién dada en el plano XY.
35. {(x,y)/x <0} 36. {(x,y)/xy <0} 37.{(x, y)/ X< 2

38. {(x, y)/0<y<4yx<2}  39{xy)/l+x<y<1-2x}

16



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Respuestas/39. 36. Ay

" 7

F 3
Y
37. Ay 38. y=4
17 /
x=2
-2 /F/-/UI/Z __3( / ;
v > X
1
1
¥=-2
39. s 4]

[
|

Ve
—7/N\_ ,«x

U " .
j/y=1+ky=1—2x Tz o 2

]

|
[
|
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CAPITULO II: RELACIONES Y FUNCIONES

OBJETIVOS

Representar graficamente informacion dada mediante una tabla de valores.
Representar graficamente una funcién a partir de una expresion analitica sencilla.
Determinar el dominio y rango de funciones reales.

Dada la gréfica de una relacion , establecer si la relacion es funcional.

YV V V V V

Dadas dos funciones, hallar la funcion suma, la funcion producto, la funcién cociente y la

funcién compuesta.

> Incorporar al lenguaje y modos de argumentacién habituales las distintas formas de
expresion matematica: grafica, l6gica, algebraica, con el fin de comunicarse de manera
precisa y rigurosa.

» Utilizar técnicas para obtener datos sobre situaciones problema variados y representar
dicha informacion en forma gréafica y numérica y formarse juicios sobre la misma.

» Desarrollar en el estudiantes capacidad de diferenciar representaciones graficas de las

funciones y los fenémenos sociales.

DIAGNOSTICO

Grafique las siguientes ecuaciones: &) Y =~ X+ 3
by 2X—3y+6=0
¢ 4x+3=0
q o9y—-3=0
e 3X°+2Xx—-3y+5=0
f 3x*+3y° +12x-18y = -27
9 9x°+4y® —18x+16y-11=0
hy 9x* —4y*-18x—-16y—-43=0

18
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2.1. FUNCIONES

El concepto de funcién es una de las ideas fundamentales en matematicas. Casi cualquier

estudio que se refiera a la aplicacion de las mateméaticas a problemas practicos o que

requiera el andlisis de datos empiricos emplea este concepto matematico.

Una funcién expresa la idea de que una cantidad depende o esta determinada por otra. Los

ejemplos siguientes aclaran ésta idea:

1.

El area de un circulo depende de la longitud de su radio. Si se conoce la longitud de su

A=R?

radio, podemos determinar el area.
= A=f(R).

El costo unitario de producir cualquier articulo, depende del nimero de articulos

producidos. = Cu = f(x).

Las prestaciones otorgadas por el sistema de seguridad social de un pais, depende de
su tasa de desempleo.

El poder adquisitivo de la moneda depende del indice del costo de la vida.

U=I-C |[: Utilidad = Ingreso — Costos.

Pero si “x” es el numero de articulos que produce y vende una empresa; y los ingresos

dependen de “X”, 0 sea que | es funcién de “x” (I = g(x)); y los costos también dependen

de “x”, o sea que C es funcion de “x” (C=h(x)); entonces las utilidades también dependen
de “X”; es decir: U=1-C, = U =g(x) — h(x), = U =f(x).

https://www.youtube.com/watch?v=wcaknwkl\VVhM

2.2. DEFINICION DE FUNCION

Sean X y Y dos conjuntos no vacios. Una funcion de X en Y denotada por:

f: X=>Y es una regla que se asigna a cada elemento xeX una Unica yeY (cuando cada

elemento del conjunto de partida tiene una imagen y so6lo una).

De esta definicion podemos concluir que las condiciones impuestas a una funcion debe

ampliarlas sélo al conjunto X (conjunto de partida); es decir:

v

v
v

En X no puede sobrar elementos. Todos tienen que estar relacionados con algun
elemento del conjunto Y.
Cada elemento del conjunto X sélo puede relacionarse con uno y sélo uno de Y.

[T l] "

y” es imagen de “X

Dominio: Son los elementos del conjunto de salida que estan relacionados.

Rango: Son los elementos del conjunto de llegada que son “imagenes”.

Codominio: El codominio de una funcion son todos los elementos del conjunto de llegada,

asi estén o no estén relacionados con algun elemento del conjunto de partida.
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Conjunto de salida Conjunto de llegada (codominio)
(Dominio) Ranhgo

Ejemplo 1.
R R f
A B
— | B A | A |Fw B
" " "
1 ~ 1 — 1 ~
\* Y\* 7 \*
2 »l 6 2 N 2 > 6
8
3 |z 7 3\5; ] 3
4 4 —L | v
L
15 10 , 8
5 ——=8 5 —] 5 — |
6 L 11
" " " " — —

No Funcién No Funcion Funcién

(“3” no tiene imagen) (“1” tiene dos imagenes)

2.3. ELEMENTOS DE UNA FUNCION

2.3.1. DOMINIOQ. El dominio de una funcién son todos los elementos del conjunto de partida

gue estan relacionados con los elementos del conjunto de llegada (B). O sea que el

dominio de una funcién es todo el conjunto A.
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2.3.2. CODOMINIOQ. El codominio de una funcion son todos los elementos del conjunto de

llegada (B) asi estén o no estén relacionados con algin elemento del conjunto de
partida (A).

2.3.3. RANGO. EIl rango o conjunto imagen de una funcién es el conjunto formado por

aquellos elementos de (B) que estén relacionados al menos con un elemento del

conjunto A.

2.4. TIPOS DE FUNCIONES

2.4.1. FUNCIONES INYECTIVAS. Una funcién es inyectiva o “uno a uno” si y solo si cada
elemento del Rango es imagen de un solo elemento del Dominio.
Ejemplo 2.

J>
w
J>

4__}2 1\>47
\t 4 /7
7 ?5 i/

6 5

3

_—— —

-_— . — ]
Inyectiva No Inyectiva

2.4.2. FUNCIONES SOBREYECTIVAS. Una funcidn es sobreyectiva o simplemente “sobre”,

si todo elemento de B es imagen de por lo menos un elemento de A, o sea, el Rango es igual

al Codominio.
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Ejemplo 3. A f B A f B
e T
1\>l
1 1 0
4 2 A 1
3///‘ T
y3 37 2
s
4 3
5
Sobreyectiva no sobreyectiva

2.4.3. FUNCIONES BIYECTIVAS. Una funcion es Biyectiva si y solo si es a la vez inyectiva

y sobreyectiva.

Ejemplo 4.

AN
)
7

\3 3 2
3
4 4 3
T — " T

Biyectiva No Biyectiva

Ejemplo 5: En los siguientes ejercicios hallar dominio y rango; cuales son funciones o
relaciones; si son funciones, que tipo de funciones:

Soluciones:

“Relacion”, porque “b” no
tiene imagen.
) D ={a,c,d,e}

R={g.ij}
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“Relaciéon”, porque “c

tiene dos imagenes.
D ={a,b,c,d,e}
R = {f,g,h,i,j,k}

Funcion “inyectiva”
D={acdb} =A
R = {f,e,h,j}

Funcidn “sobreyectiva”
D={ab,cde} =A
R = {f,g,h)i} =B

Funcion “biyectiva”
D={ab,cd} =A
R={efg,h} =B
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f) )
Funcién
> D={ab,cd} =A
R ={e,q,i}
J

https://www.youtube.com/watch?v=YONLFc2JAIA

2.5. OTROS TIPOS DE FUNCIONES

2.5.1. FUNCION INVERSA. Si la funcion f: A—B es biyectiva, entonces definiremos su

%y 9

funcion inversa f *1: B—A de la siguiente manera: Para todo “y” en B existe solamente un
“X’e A, tal que f (y) = x. Para que una funcién tenga inversa, debe ser biyectiva

Ejemplo 6.

1 0 0 1

AN 1\/2
4/ N3 j/iqi

—t

(%)
]
v
(]

v

Biyectiva Inversa

2.5.2. FUNCION PAR. Se dice que una funcion es par si al cambiar la “x” por “-x”, la

funcién no cambia; es decir, es simétrica con respecto al eje “y”. f(-x)=f(x) (Mirar pag. 248)

Para que una funcion sea par, basta con que todos los exponentes de "x" sean pares.

Eiemplo 7. Sea f(x) = y = 2x® — 7x* — 8, cambiamos x por —x; nos va quedando
f(=x) =y =2(—x)® — 7(—x)* — 8; Por lo tanto f(—x) = 2x°® — 7x* — 8, (La funcién no cambio,

luego es par)
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6y, " 6y 9

2.5.3. FUNCION IMPAR. Se dice que una funcién es impar si al cambiar la “x” por “-x” y “y

por “y”, la funcion no cambia; o lo que es lo mismo, f(-x)=-f(x); es decir, es simétrica con
respecto al origen. (Mirar pag. 248)
Para que una funcién sea impar, debe cumplir una condicion necesaria, mas no suficiente, y es

gue todos los exponentes de "X" sean impares.

Eiemplo 8. A. Sea f(x) =y =2x5-7x3-8 ¢Serdimpar?

Veamos: —y = 2(—x)°> —7(—x)® — 8; nosva quedando —y = —2x°>+7x® -8
Multiplico por -1: y = 2x5 — 7x3 + 8 = (La funcién cambio, luego no es impar)
B.Sea f(x)=y=—4x3+2x° ¢Seraimpar?

Veamos: —y = —4(—x)3 + 2(—x)9; nos va quedando —y = 4x> — 2x°
Multiplico por -1: y = —4x3 + 2x° = (La funcién no cambio, luego es impar)

https://www.youtube.com/watch?v=XRLR9iBRTps

24 I
N_“
| (x1,y1)
14
[s]

Criterio de la Recta Vertical

R
X ———
Y

~_|

Toda vertical me debe cortar la grafica s6lo en un punto como maximo para que sea funcion.

Criterio de la Recta Horizontal: Si al
trazar una horizontal me corta la curva en

dos partes 6 mas, la funcion (si es funcion),

no sera inyectiva. Lyl b2 v |

»®
=
»
N
o
>
2]
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Ejemplo: Estas graficas seran ¢Funcion o Relaciéon?

N

31:'13'51, 1
3 (z1,91) D l

Relacion

Pz(mzy yl)

P.':‘.(I37 yl)

Py(z1,91)

Funcién

Eiemplo 9. Decir cuales son funciones 6 relaciones, y que tipo de funciones; y decir cual es

el dominio y cual el rango.

Tener en cuenta para este ejercicio la siguiente condicion:

xeXc/R >y e/lR

y=f(x)

Conjunto de partida dado graficamente.

a)

%y 9

y” es una funcién de “x”

D={x/x<0ux>1}
R=1y/y=>1}

b)

Asintota Horizontal

Funcién Inyectiva

D={x:x#1.5}
R={y:y#1}

https://www.google.com.co/searc
h?g=asintotas+de+una+funcion+
matematica&ogq=As%C3%ADntot

as+en+una+funci%C3%B3n+mat
ematica&aqgs=chrome.1.69i57j0.1
4861j0j7&sourceid=chrome&ie=U
TE-8

x=1.5

Asintota vertical
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“y” no es funcién de “x*
D={x:x>0}
R={yeR}

d)

“Y* es una funcion de “x
D={xeR}
R={y:y>2}

O

Funcién biyectiva
D={xeR}
R={yeR}

f)

“¥v* no es funcion de “x*
D={x:x>-3}
R={y:yeR}
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9) Funcion
D={xeR}

/ R={y:y>-1}

h)
/\U Funcién “Sobre”
' D={xeR}
R={yeR}
)
Jo “y” no es una funcién de “x”
. D={x:-3<x<3}
(3,0) . (3.0) R={y:-3<y<3}
.44 0,9
"
)

¢ @3 funcion
(3.1) i ‘1 E D ={xeR: x= -1}
e e e S NS B w— R =ye(-0, -2) U [-1, -1] U [1, 3]
N S ® U4, =)
! (2, -1)

https://www.youtube.com/watch?v=171iXAKfGIY

http://www.youtube.com/watch?v=13CrhVINhzs&feature=related
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https://www.youtube.com/watch?v=blt68aRzGxo&feature=fvwp&NR=1

2.5.4. LA FUNCION POLINOMICA.

f(z) = anz” + ap— 2" 4o 4 asr? + a1z + ag

donde “n”es un entero no negativo y los coeficientes ai, i =0, 1, . . ., n son nimeros reales.

grado 5
flx) = 3x" —4x — 3x + 8
oeficiente principal tErmino constante

es una funcién polinomial de grado 5.
Los polinomios de grados n = 0, n = 1, n = 2 y n = 3 son, respectivamente,

flx) = a, funcion constante,
flx) =ax + b, funcion lineal,
Jlx) = ax’ + bx + ¢, funcion cuadratica,
f(x) = ax’ + bx* + cx + d, funcion cabica.

La funcion constante f(x) = 0 se denomina polinomio cero.

Calculo de una Variable. Zill Ed. 4ta

Ya sabemos que cada una de las expresiones siguientes es un polinomio en la variable x:

o AX°+T7x*-3x+2x-1

o 8x-7

e 6x*°+9

o 3/5x3+2x?-3
o 8/7

A cada uno de estos polinomios le podremos asignar una funcién:
f: Re —» Re. Cada una de estas funciones se denomina funcién Polinémica, y cada una de
ellas puede identificarse por el exponente maximo o grado que contenga la variable, asi:

o 4x%+ 7x*—=3x%+ 2x — 1 (Quinto Grado)

e 8x—7 (Primer Grado o Lineal)

e 6x%+ 9 (Segundo Grado o Cuadratica)

e 3/5x3+ 2x? — 3 (Tercer Grado o Cubica)

e 8/7 (Grado Cero o Constante)

La forma de la grafica de una funcién lineal es una linea recta y de una funcién cuadratica

es una parabola.
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2.5.5. FUNCIONES RACIONALES. Una funcién racional es aquella que podemos

representar como el cociente de dos funciones polinémicas

_ 3x%+5 3x-2 |
Ejemplo 10. TR ez
x+4 x°=3x%+1

lmomio '\T <—no es un polinomio

3 X -
X x —x+7 1 g :
V=73 =- V= . 5 - N = | Porlotanto no es funcion racional
x°+ 35 x+ 3 X

linomio

Calculo de una Variable. Zill Ed. 4ta

2.5.6. FUNCIONES
SEGMENTADAS O POR
TRAMOS. En la mayoria de los

casos las graficas de las funciones

/

son curvas ininterrumpidas. Sin /
[u]

(&
w-
&

embago, la grafica de una funcién P o 7

Nno es necesariamente una curva 14

de este estilo. La grafica de

una funcién puede consistir de un namero finito de partes desconectadas.

Estas funciones se denominan FUNCIONES SEGMENTADAS O POR TRAMOS.
-2, si Xe(-»1
Eiemplo 11. f(x)= x3, si —-1<x<2
X, S 2<X

2.6. ALGEBRA DE FUNCIONES

Dadas dos funciones f y g cualquiera:

v La Suma de fy g, denotada f + g, es la funcién definida por:

(f+9)(x) =f(x) + g(x)
v La Restadefy g, denotada f - g, es la funcién definida por:

(f-9)(x) =f(x) - g(x)

v El producto de f y g, denotada f.g, es la funcién definida por:

(f.9)(%) =f(x).9(x)
v La Divisiéon de fy g, denotada f / g, es la funcién definida por:

(f/9)x) =1(x) / 9(x)
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Dominio de una combinacién aritmética. Al combinar dos funciones aritméticamente es

necesario que ambas f y g estén definidas en el mismo nimero x. Por tanto, el dominio de

las funciones f + g, f — g y f.g es el conjunto de niUmeros reales que son comunes a ambos

dominios; es decir, el dominio es la interseccién del dominio de f con el dominio de g. En el

caso del cociente f.g, el dominio también es la interseccion de los dos dominios, pero también

es necesario excluir cualquier valor de x para el que el denominador g(x) sea cero. En otras

palabras, si el dominio de f es el conjunto X; y el dominio de g es el conjunto X», entonces el

dominio de

f+ g f-gyfges X;MN X, yel dominio de f/ g es {x|x € X; N X,, g(x) # 0}.

2.7. LA FUNCION COMPUESTA. Sitenemos las funciones f: A—B y g: B—~C, denominamos

la FUNCION COMPUESTA de fy g a la funcion: g o f: A—C, definida por:
(9 0 )(x) = gf(x)].

Eiemplo 12. Para cada uno de los pares de funciones que se muestra a continuacion,

hallar: (fog)(x), (gof)x), (fof)(x) y (90g)(x).

A. f(x)=Inx y g(x)=e* B.f(x)=x2 y g(x)=\/%
Clx=—=y 9W)==5 D.f(x)=x2-9 y g(®)=vx +5
E. f(x)=tanx? y g(x)=x F.f(0)=22 yo)=2
Solucion D:

(fog)®)=f(g(x)) = f(Nx+5) = (\/x+5)2—9=x+5—9=x—4

(9o)x)= g(f(x)) = g(A2EQ) = /520 + 5 =\/x2 — 4

(fof)(x)=f(f(x) = f(x®2=9) = (&% = 9)2 —9=x*—-18x>+81—-9 = x* — 18x2 + 72
(909)(x)= g(g(x)) = g(NE=FS5) = ViEFEE + 5

Solucién F;

. EE,, xStexes 3(x+1) 1
x— T X X X
(Foa=f (9(x)) = f (=) = e
x+4 x+4
- B2 . x+2-5x+5 et
N x o x—1 1 _ Tax
(gof)(x)= g(f(x)) =J ( x—1) - E_}_[} = Tririr=d = Sx—2
x—1 x—1
x+2 x+2+2x—2
X2\ _ yatl _ T o1 _ 3x _
(FoN@=ffeN =f(EB) =B =Pt =3 =X
x=1 x—1
x-5 x—5—5x—20
_ _ x—-5 — B _ +4 _ _4x_25
(gog)(x)=g(g(x)) = g ( m) = %H = x—51:z+16 — Sxtll
x x

31



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Ejemplo _13. Cada una de las funciones que se dan a continuacion son funciones
compuestas. Encontrar las funciones que las componen y comprobar que la composicion de
dichas funciones es la funcion compuesta dada.

A F(x)=3x2—5x+7 B. G(x)= €58

C. T(x)= sen3x D. Q(t) =9(¢% + 2t —5)"

E. H(x)= sec(x? — 5) + tan(x* — 5) F. P(t)=log(t—5) — (t — 5)? + 3¢9

Solucion 4.

A fx)=Vx; gx)=x*-5x+7 = foglx)=f(glx))=fx®—-5x+7)=
Va2 —5x+7

B.f(x)=e*; gx)=5x—-8 = fog(x)=f(g(x))=7f(5x—8)=e5*8
C.fx)=x% gkx) =senx; = fog(x)=f(gx))=f(senx) = (senx)?
D.f()=9t% gt)=t2+2t-5 = fog(t)=f(gk))=/f({t>+2t-5)=
9(t? + 2t — 5)2
E.f(x) =secx +tanx; gx)=x*>-5 = fog(x)=f(gx))=fx?-5)=
sec(x? —5) + tan(x? — 5)
F.f)=logt—t?+3% g®)=t—5 = fog(t)=f(g®))=f(t-5)=
log(t—5)— (t—5)2+30¢9

Ejemplo 13.1. Sea f(x) = x* + 3, g(x) = x + 1. Calcular (f+g)(x), (Fg)(x), (F.9)(X), (f/g)(x),
(gof)(x), (fog)(x), (fof)(x), (9og)(x).

Vo (H)X)= (P +3) + (x+1) =X+ x+4

(f9)(X)= (x> +3) - (x +1) =x*-x+2

(f.g)(x)= (x*+ 3)(x + 1) = x>+ x*+3x + 3

(flg)(x)= (x> + 3) /(x + 1)

(@oN)(¥)= g(f(x)) =g((x* +3)) = (* +3) + L =x*>+4

(fog)(x)= f(g(x)) = f(x + 1)) = (X+1)?+3 = X2+2x+1+3 = x>+2x+4

(fof)(x)= f(f(x)) = f(x? + 3) = (x?+3)%+3 = x*+6x?+9+3 = x*+6x%+12

(90g)(x)=g(g(x)) = g(x+1) = Xx+1+1 = x+2

DN N N N RN

Ejemplo 13.2. a. Sea f(x) = x%, g(x) = vx. Calcular (f+g)(x), (f=g)(x), (f.g)(x), (f/g)(x)

b.Sea f(x) = x> —4, g(x) =+/x. Calcular (f+g)(x), (f-g)(x), (f.9)(X), (f/g)(x)
https://www.youtube.com/watch?v=|P1mSfUgpxw&list=PLI9SNRnIzoyX05s|BvbujQWj
REjLUOuUVxb&index=2
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https:/www.youtube.com/watch?v=Qw9GTgSy_94&list=PLISNRnIzoyX05s|BvbujQWj
RFE|LUOuVxb&index=4

https://www.youtube.com/watch?v=XeluJDX1cZ0O&list=PL9SnRnlzoyX05siBvbujOWj
RFILUOuVxb&index=6

Ejemplo 13.3. Dada la funcién f (x) = x? - 4x + 7, evaluar: a) f (3a), b) f (b-1),

B f(x+Az)2—f(x)

Solucién:
a. f(3a)=(3a)’-4(3a)+7=9a?-12a+7
b. f(b-1)=(b-1)2-4(b-1)+7=b>-2b+1—-4b+4+7 =b2—6b + 12

F(x +AX) — F(x) _ (X+AX)? —4(X+AX) + 7 — (X% = 4X+7)
AX B AX
X2 +2X.AX + AX? —4X —4AX +7 — x? +4x —=T7)
- AX
AX(2X + AX —4)
- AX

= 2x+ A x-4

2.8. DOMINIO DE UNA FUNCION. Recordemos: Dominio— son los valores que pueden

[T

tomar la “x”. Si tenemos y = f(x), debemos tener en cuenta las siguientes limitantes:

1./ (X))~ Q g (X) ;= g(X) > 0; “n” par
_h(x)

2.f(x) 79 (X) =>9g(x)#0

3. f(x) =log bg(x); = g(x) >0

4.f(x) = funcion trigonometrica.

Ejemplo 14. Hallar el Dominio en:
1. y=f(x)=x*+5x"-3

2. y=VYx"—2x

3. f(x)=%x° -13x% +36x
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a. y=In(x?-9)
X+2
5. Y=——F——
X +2x-15

6. y=Ux®-7x3+2x-1

7. y=tanx

8. Yy =cost
Soluciones:

1. D={xeR};

ya que esta funcibn no esta dentro de ninguna de las cuatro

limitantes mostrados en el cuadro anterior.

2. Esta funcion tiene el limitante 1; por X2 —2x>0— X(X _ 2)2 0 (a)
lo tanto, la cantidad subradical la hago Il
mayor o igual a cero:

x=0 x=2

Cologuemos las raices x=0 y x=2 en la

=]
*

M2

=]

recta real y observamos que hay tres @

v

. , . P l
intervalos. Analicemos el intervalo de la . | |
mitad; o cualquier otro y supongamos un |

valor dentro de ese intervalo. Supongamos  -d 0 - 2 a
x=1y reemplacemos en (a): AL L

(+)(-)=0 nosatisface = D=xe(-a,0U[2 a)

3. f(x)=3/x° —13x® + 36x

X° —13x% +36x > 0= x(x* —13x* +36) > 0= x(x* —=9)(x* =4) >0
= )_(O(x—3)(x+3)(x—2)(x+2)20 (a)

= x=3 X=— X=2 X=-2

Supongamos x=1en @): (+) ) (+) () (+)=0 = (+) = 0 si!
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Dominio: x€ [-3, -2] U [0, 2] U [3, =)

x*~9>0—(x+3)(x-3)>0 (a)
4. Esta funcion tiene el limitante 3; por J 3
lo tanto, la cantidad del logaritmo la Xx=-3 x=3
hago mayor que cero:
Coloquemos las raices x=-3 y x=3 en

la recta real y observamos que hay

tres intervalos. Analicemos el intervalo

de la mitad y supongamos un valor =% WHHH——HHIIIIN
dentro de ese intervalo. Supongamos

x=0y reemplacemos en (a):

(+)(-) >0 nosatisface = D=xe(-a,-3)U(3 a)

5. Esta funcién tiene el limitante X2 +2x—-15%0 — (X + 5)(X _3)¢ 0
2; por lo tanto, el denominador l l

tiene que ser diferente de cero.

= D={xeR/x=-53}
6.D:{XESR}'

' Ya que esta funcion no esta dentro de ninguna de los

X#-5 Xx#3

Cuatro limitantes mostradas en el cuadro anterior.

n(x) E

Observamos gue hay asintotas
verticales, o sea rectas a las cuales la

curva se les acerca muchisimo, pero

sin jamas tocarlas. En dichas rectas
verticales el dominio no existe.
D={xeR/x#+x/2,+3712;..}
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Observamos que la funcién no tiene interrupciones; por lo tanto, D= {t € 9{}

https://www.youtube.com/watch?v=fSNn8HV8090

2.9. DOMINIO, GRAFICA Y RANGO DE UNA FUNCION, Y FUNCIONES POR TRAMOS

Ejemplo 15. Hallar los ceros (reales) de la funcion: f(x) = x3 — x
Solucion: 0=x*—-x=0=x(x2=1)=0=x(x—1) (x+1)

x=0 x=1 x=-1

2.9.1. ALGUNOS CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA GEOMETRIA ANALITICA

Nota: Recordemos algunos conceptos fundamentales de la Geometria Analitica que

son importantes para graficar algunas funciones:

La funcidn lineal a) by, b) wv=b

y=mx+b

m: pendiente (Inclinacion)

Ay ax (0, b)
m=—

Ax / 9,5

b: Intercepto con “y” )

La funcion cuadratica:

y=axZ+bx+c (az0)
\ / v (Virtice)
+ [ H
\ x %1, xz,0)

i i ES
111\ (x2, 0) Eje de sifpetria
/ # T # \
Eje de simetria
Concava hacia arriba. a=0

Concava hacia abajo. a<0
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La funcion semicircunferencia: a) y = 4+VRZ — 2 b) y = —VR? —x?2
circunferencia con centro en el origen
del plano cartesiano — x* +y? = R? y

Y ,./f y\_ cio,0)
I|l I|I 1
cin, 0y x '\. ,."[ x
—]— N
X

= y2=R2—x? — y=+JRZ —x2 funcion

semicircunferencia

La funcion semihipérbola:

hipérbola con centre en el origen a) y=+VxZ —a?
del plano cartesiano — x? —y? =a?

j funcion
= _1,12 =22 _a? y=+/x% - az}

semihipérbola

Eiemplo 16: Grafique las siguientes ecuaciones: (a) x? + y2 = 16;
(b)) y=+V4—x2%, (¢) y= —V9 —x2; (d) x? —y? =1;
(e) y= +Vvx2—-25; (f) y = —Vx? — 36. Halle el dominio y halle el rango

Soluciones:
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(A)x?+y>=16 < R? =R =4

(b)y=+\/ 4

_xZ

RZ=R=2

D=x€[-2,2]
R=y€|[0,2]

D=x€[-33]
R=ye[-30]

(d)x?—y? =1« a?

=a=1

D =x € (—o0, —1]U[1,00)
R=y€ (-, )

—
a’2=a=5

(e) y= +\/x2— 25

) y= —sz—

i@

a’=a=6
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20-18-16-14-12-10 -8 -4 -2 |02 4 8 10 12 14 16 18 20

o = N W e ;N

-7 6 -5 -4 -3 -2 -1 (01 2 3 4 5 6 7
-1
e —

D = x € (=00, —=5]U[5,00) D = x € (—o, —6]U[6,00)
R=y€[0,o) R =y € (-, 0]

https://www.youtube.com/watch?v=J0Ixrvgd6kM

2.9.2. EJEMPLOS

Ejemplo 17. Encuentre, de ser posible, las intersecciones con los ejes “X” y “y” de las

funciones dadas.

a) f(x)=x>+2x—2 b) f(x) = r= ix —

Ejemplo 18. Hallar dominio, graficar y halle el rango:

a. f(x)= /X -1

Solucién: x—1> 0= x>1 = D={xeR/x=1}

004 [Tt

1 y |02 |3 |

[Tl

Rango — son los valores que puede tomar la “y”.

[ R
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- 1
* I >
X = i >
b, fgoi XTLostox=lo .
1—X, Si X<1 N L »>
- 1 vl

Solucion: x-1=0=x=1

D={x:xe/R}

R={yy=0}

R R R e

O o

e f00=1/25 —x?
no Si no
Solucion: 25-x2>0 = (5‘— X) (5-\:)() >0 (a) ‘—fH‘H‘H—’

X=5 x=-5 -0 -5 5 oo

Supongamos: x=0 en (a) = (+)(+)=0

D= {x/- 5= x = 5}

R={y:0 <y <5}
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O simplemente sabiendo que la funcién

es f (x) = /25 — X? , debemos captar

gue es una semicircunferencia con centro
en el origen y que R? = 25, por lo tanto
R=5

d. f(x)=Ix-2]|

Solucion: f(x):|_r_2|:{+(x—2), si x—2=0 . {3—2,

—@—21 si x—2<0

D={x:xeR}

o
:

~<
oM
M
=D
=l
“-H"'\—\_
M

si x=2

si x<2

e. f(x)= \Ix? -4

Solucion: k2-4>0= (x-2)(x+2)=0 (a)

Y. Y
X=2 =2

Supongamos: x=0 en(a)=(-)(+)=0
(-)z0,jno! = _ 775
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X [-2 ]3[4 |2 |3 |4
Y [0 [22[35|0 [22]35

R={y/y>0}

O simplemente sabiendo que la

funcion es  f(x)=/X -4

debemos captar que es una
semihipérbola con centro en el
origen y que a2 = 4, por lo tanto a=2

2.9.3. CRITERIO DEL COEFICIENTE DOMINANTE

1. Graficas de funciones polinémicas de grado par

f)

T T
-10 \) 10

Suben hacia la izquierda y derecha

100 4

Bajan hacia la izquierda y derecha

2. Graficas de funciones polinémicas de grado impar.

504

-50 4

-100 4

100 4

-300 4

Suben a la derecha y baja a la izquierda

Suben a la izquierda y baja a la derecha
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2.9.4. MAS EJERCICIOS RESUELTOS

-4, si x<-2
Ejemplo 19. Hallar dominio, gréficay rango. y=-1, si —-2<x<2

3, si 2<X
Solucién: “1
.---Q—
D={x:xeR} 2 r(2.3)
:
o !
B 4 E o H 2 &
(-2, -1% ® 2.
1 21
]
R = {y y = -1, ‘4, 3} (_2, _4]'
— ) . i
Ejemplo 19.1. Un ganadero tiene 200 pies x x
de valla para cerrar dos corrales
y

rectangulares adyacentes (como se

muestra en la figura). Expresar el area A

de los cercados en funcién de “x“. —————
Solucion:  A=2xy (1), P =200=3y+4x :M:y

2)en (1) >A= 2x[2m3_4xj

(@)

Ejiemplo19.2. Hallar dominio, grafica y rango: y:{

Solucién: D ={x: x €/R}

XV 3 \-4 [1]0]2[3 ]2
Y 5 /12 [-3]-4]0 |5 |0

N T
R ={yly = -4}
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x3+3x%+x+3

Ejemplo 20. Hallar dominio, rango; y graficar y=

X+3
Solucion: Y = x?(x+3)+(x+3) _ (434D _ o 41
x+3 (x+3)
X£—3
7\
X[ -3 \[-1]o][1]2]3
Y\ 10 /2 11]2]5]10
N
D={x:x#-3}
R={y:y=z1}
54

Ejiemplo 21. Hallar dominio, graficar y
rango en x+5, si x<-5

Solucion:
_3‘: _5 :{J
fﬂ;’;’ﬂfﬂiﬂﬁﬁﬁ) >
x+5, si x<-5 o .5 5 B
y=lJ25—x>, si —5<x<5 — S,
_:j': 5 3:
x_5’ st 5 =X ‘—EM#####%
/) N
X-7(-5\][-5]|4[-3]|0|3[4 |[5][5 \|[7
v[-2| 0 [TTo [3 [4 [5[4[3 [o[ o /2
\_/ \_/
> > — >
X+5 25—3'.'2 x-5
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R={y:ye/R} /

Como el segundo tramo es f(X) =

/25 —x? |y el dominio de este

tramo es -5<x<5;es una
semicircunferencia con centro en el
origen y que R? = 25, por lo tanto R=5

(0, 5)

Ejemplo 22. En la siguiente relacion:

x?+4,six < -3
Encuentre dominio, grafique, y halle el f(x)= { J=x, si—2 € x< 2
rango. 1 x-4, six =3
Solucion:
. <A >
x?+4 six < -3 3
f(x)= N4 -x2 , Si—=2sx<2 < [in >
X—4, six =3 2 2
< HHHHH]
3
x |-3 |-4 -5
y [13 [20 |29 "
X | -2 -1 0 |1 2
y |0 1.73 [2 [1.73]0 N
X |3 5 (3, 13)® ==~
y | -1 1

Como el segundo tramo es f(x) =

[ 2 .
4 —X° |y el dominio de este tramo es

—2<x<2; es una semicircunferencia
con centro en el origen y que R? = 4, por

lo tanto R=2 r -\2 0)
il ’
Es unafuncion| R = ye [- 1, o0) * (2.0 'D"'[:/_ns

Eiemplo 23. En la siguiente relacion; encuentre el dominio, grafique, y halle el rango.
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(\h-f—sr. si X<-3 u X23
Ja

J(x)= si=3<x<1
X+ 4, si x25
Solucion:
E -0 -3 3 e
]’VG:_TE. sixs3uisa i) 2y
SR 4, si=3<x<1 i o 'i “; ;f'
X+ 4, si x25 i "
< -0 5 L
< L’"”‘:
12 4
X ‘-3 5 |-7 ‘3 ‘5‘7 H5‘6

y ‘D ‘4 ‘6.3‘0 ‘4‘6.3“9 “IO

D=X¢e(—el)uU3,x)

R= yel0, =)
Como el primer tramo es f(x) =

[,2 -
X“ =9,y el dominio de este tramo es

x<-3yx=>=3; es una semihiperbola
con centro en el origen y que a? = 9, por
lo tanto a=3

Eiemplo 24. En la siguiente relacion; encuentre dominio, grafique, y halle el rango.

o X2 sixs1
= 53 sifx] <1
2%, sixz1
Solucion:
X2 six=1 T : T
TR= <3, sifx <1 % ¥
2}(, six =1 -1 1

46



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Solucion: [x|<1 < -1<x <1
=>D={x/xe /R}

'"4,21

j (1,1)
1
1

T
o 2

x [1]0]-1]-2 -‘h-D.S 0 |05 [1)13
Y |1/0]1 |4 -y-0.125 0 0.125\1/26

Eiemplo 25. En la siguiente relacién; encuentre dominio, grafique, y halle el rango.

o X2 sixs1
TE= %3 sifx| <1
2X, sixz1
Solucién:
X2 six=1 - : “‘3
TR= <3, sifx <1 % ¥
2}(, six =1 -1 1

Solucion: [x|<1 < -1<x <1 /
=>D={x/xe/R} -==® (1,2
"

x [1]0]-1 -2-1\-0.5 005 [1]1]3 v (1)
Y1014-y-0.1250 0.125(1]2[6 '

\J : :
‘t— 4>
R=ye (1, =)

T —

Ejemplo 26. Un rectangulo esta limitado por el eje “x” y el semicirculo
y = /25— x* como muestra la figura. Escribir el area “A” del rectangulo como funcion de
“X.
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y y = /25— x?
/
(x,y)

X

Solucion: A=2xy (1)

y=25-x* 2)en(1) >  A=2x25-X°

Ejemplo 27. Hallar dominio, graficar, y hallar el rango

P
-4, si—4<x<-2U2<x<4
< 3x-2, si—2<x<2
—y= -x2-3, six=4
X2+ 2, 8ix<-4
—
Solucién:
- o0 -4 -2 2 4 o0
«* G T77777777) >
¥ 4,si—d<x=-2Uu2=x<4 -» -2 2 o0
3x-2, si—2=x=2 « T >
=y= -x2- 3, six=4 -0 4 a0
X2+ 2 six=-4 < | EELEEEEEFFEE L
o0 -4 oo
e e A e —
x +3 +2 -2 2 4 5 6 -4 -5 -6
+4
v 3% 22 o] -8 4] [19] 28| 39| [1s | 27] 38
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=0 -

D = {x e/R} =]
(4.18) 5
R = y € (- 00, -19] ] [— 8, 4] U[]_81 oo) (3. 3.4) c_‘=,:\ ] - : (4. 3.4)
Ao (=, 0) Z10) =

Ejemplo 28. Hallar dominio, £x) _{ |x + 3], si0<x<5
graficar, y hallar el rango —25x si—-5=x=<0Ux=>5
A
N + (x+3), Si Xx+3z0=>x=-3
Solucion: X+3[= - (x+3), si x+3<0=x<-3
—  f®= X+3,510<x<5

VX' —25x,8i-B<x=0ux=5
X Jo\ IV ]5 |4 |3 |-1 o |5 |6 7 |
% 8] ]o Q |69 |49 [0 [0 |81 13 |
J

e I
X+3 Ax? - 25 x
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2.10. LA LINEA RECTA. La recta es una sucesion infinita de puntos en el plano

cartesiano. Se genera a partir de la gréfica de una funcion lineal, la cual relaciona a dos

variables, una llamada independiente “x” y la otra llamada dependiente “y”. Se llama

dependiente a la variable “y”, porque su existencia depende del valor que tome la variable

X
TIPS PARA LA LINEA RECTA

e Para hallar la distancia entre dos puntos P1(X1, Y1) y P2(X2, Y2) conocidos:
PIP2 =d = /(X2 — X1)2 + (Y2 — Y1)?

e Coordenadas del punto medio entre dos puntos P1(X1, Y1) y P2(X2, Y2) conocidos:

(XZ + X1 Y2+Y1)
2 ’ 2

¢ Pendiente de un segmento entre P1(X1, Y1) y P2(Xz2, Y2), 0 de la recta que pasa por
ese par de puntos:

_v2-v1

m = tan _X—Z—Xl

o Para hallar la ecuacién de la recta que pasa por P1(X1, Y1) y tiene pendiente “m”:

Y —Y1=m(X - X1)

; a partir de ésta podemos llegar

a la ecuacién general de la linea recta:l| AX+BY +C=0 |;o0auna
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ecuacion de la forma Pendiente - v
intercepto:
PO, b)
v=mx+b
NG
e Sidos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales: Si 7’1//7’2 —>m; =m,

e Sidos rectas son perpendiculares, el producto de sus pendientes es -1:

Si LT, »mym, =—1

¢ Tipos de ecuaciones de la linea recta

# > 90% pendiente negativa m(—)

\ X Ax+By+C=0 -~ X
y=mx+b /

0 < 90; pendiente positiva m(+)

Y Y
y=b x=a
(0, b) 0 = 0% pendiente cero m =0
X 0 = 90"; | pendiente no existe m = 7
u X
(a 0)
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e Distancia de un punto

P1(X1, Y1) a la recta AX+BY+C=0

_ AX1+BY1l+C
Ny

Ejemplo 29. Grafiquemos la funcién y = 3x — 2

Ay

Ao+ B‘A

AT
.r(d

=

Solucién: Debemos escoger algunos nimeros que representan a la variable “x”, para
obtener el valor de la variable y respectiva asi:

X

-2

-1

0

1

y

-8

-5

-2

1

El proceso:

Parax=-2.y=3(-2)—2=-6—-2=-8
Parax=-1:y= 3(-1)-2= -3-2=-5
Parax=0:y=3(0)—-2=0—-2=-2

Parax=1:y=3(1)-2=1

Nos genera las siguientes coordenadas

Luego los ubicamos en el plano cartesiano.

NOTA: Es importante que tengas en cuenta que para graficar una linea recta basta con
obtener dos puntos de ella y luego con una regla prolongarlos hasta el infinito.

Ejemplo 30. Grafiguemos la funcion Y = —%X +1

Solucién: Debemos escoger dos numeros que representen a la variable

dos valores de “y”, asi:

52
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El proceso:
Parax=0: y=—(0)+1=0+1=1

Parax=2:y =—(2)+1=-1+1=0

/“ g e

IS
%)
3}

Asi obtenemos las coordenadas
(0,1); (2,0)

m. |-HI- |m- |U|- |L- |m- |M- |_‘. o

Ejemplo 31. Calcular la distanciaentre A = (2,3)yB = (—2,—3)

Solucién: Ubicamos los puntos en el aly
plano cartesiano. Renombramos los ] STES
puntos, es decir A= (x, y1) Y B= (x3,y2), 3 =23
entonces x;= 2, y;= 3; Xo=-2, y» =-3 )
Reemplazo en la férmula de distancia ]
entre dos puntos: N
|1ﬁ| =V —y1)? + (x; — x,)2 —— 13 -
Nos queda 2 ! 1° ! 2
— -1
|AB| = /(=3 —3)2 + (-2 — 2)2 1
|AB| =36 + 16 = /52 2
|AB| =7.2 distancia entre los dos puntos e |
Lo N
4]

Ejemplo 32. Hallemos las coordenadas del punto medio dado por (—2,3) y (4,—2)

Solucién: Nombramos los puntos A = (=2,3)yB = (4,—2) x;=-2 Yy y1=3; x,=4Yy y,=-2

(—2+4 3—2)_ (1 1)
2 2 ) 2

Donde el punto del medio del segmento formado por AB es M= (1%) podemos comprobar

que AM = MB , analicemos
_ N2 e\ 2
AM:J(3—E) + (=2 —1)2 ‘\/(T) +(=3)2

- 2
aM = |(3) +9= E+9:\/25+36
2 4 4
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T G
= (B3

Ahora
W=J(§—(—2))2+(1—4)2 =\/(§+ 2)" + (302
MB = /(1%4)2+9= %+9=\]25:36= &

MB =Y =39
Analizamos que son iguales las distancias por lo tanto M si es el punto medio.

Ejemplo 33. Hallemos la pendiente y el angulo de inclinacién de la recta que une los puntos
A= (-53)yB = (2,-3).
Solucion: Reemplacemos en la férmula de la pendiente y tenemos que A = (X;,Y;) y B =

—Y2=¥1 _-3-3 _ —6_
(X,,Y,), por lo tanto m= oo~ 295 7 0.85

. . ., Vo
Ahora para calcular el angulo de direccién tenemos tan6 :xz—yxl
2741

tan6 =_76 Despejando 6= tan‘1_76, entonces 6= -40.6

Este angulo esta presentado en direccién negativa.
Este angulo esta presentado en forma negativa, su respectivo valor en forma positiva es 6 =
180 — 40.6; 6 = 139.39

Ejemplo 34. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por (—3,4) y su pendiente es 2.
Solucién: EIl punto conocido (x1,)’1) = (—3,4) y la pendiente m=2; sustituyendo en la
ecuacion tenemos: Y —4 =2(x — (-3))»Y—-4=2x+6

Y=2x+6+4->Y =2x+10

Ejemplo 35. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por (—1,3) y (2,0).
Soluciéon: Sead = (—1,3) yB = (2,0)

0-3 _ -3 _.
2-(-1) 3 1

Calculo la pendiente m=

Luego escojo cualquier punto A.B, escojamos A = (—1,3) = (x;y,), luego reemplazando en
la ecuacion de la recta (y —y;) = m(x — x1)=>
y-3)=-1x—-(-1)»YV-3=-x—-1-YV=—x-1+3->YV= —x+2

Ejemplo 36. Dada la ecuacion 5x + 8y — 10 = 0. Calculemos la pendiente y la ordenada del
intercepto con el eje y.

Solucién:

Ax+By+C=0 - y=mx+b
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—5x+10

5x+8y-10=0 ->y= —

e bl y e

Ejemplo 37. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por (2,—3) y es paralela a la recta
y= —2x+1

Solucién: Larecta dada es y=-2x+1, entonces la pendiente m= -2, por la teoria la pendiente
de la recta a encontrar es también m=-2 ya que son paralelas.

Utilizamos el punto (2, -3) y lo sustituimos en la ecuacion y-y; = m(x — x;)

y-(—=3) = =2(x — 2)> y+3 =-2x+4 = y=-2x+ 4-3 = y=-2x+1
Eiemplo 38. Hallemos la ecuacion de la recta que pasa por (2,—3) y es perpendicular a =

y=-2x+1.

Solucién: La recta dada es y = —2x + 1, la pendiente es m = —2, entonces como se

necesita encontrar la pendiente de la perpendicular, entonces

1 . .
m, = ;- Pendiente de la recta perpendicular.

Ahora tomamos el punto (2, —3) tenemos
G-y)=mx—x)=> y(-3)=1(x-2)=> y+3=1x—1= y="x—4

Ejemplo 38.1. Demuestre si las ecuaciones lineales 3x+y=2 y 6x+2y=15 son paralelas,

perpendiculares, o ninguna de las anteriores.

Ejemplo 38.2. Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por (0, -3) y es perpendicular a

la grafica de la ecuacion 4x-3y6=0

Ejiemplo 39. Grafigue las siguientes rectas sin tabla de valores:
S _
a. y=§x+2 b.y——§X—5 C.y =3x+2

d. 2x -3y +1=0 e.2x =3 f.4y -5 =0
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Solucion:

yv==x+2-3b=2
a.
5o Ay

=3{—£-.:-{

T el Lh

r—5—=b=-5

et
I

S+ | k2

— 2 « Ay
3 — AX
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d.
2% -3y +1=0
—3yv=—-2x-1
- 2x -1
-3
2 1
v==—x+-—b=1/3
3 3
l 2 — Ay
m =
3 AX
e 2x = 3 |
3 .1 I RN BRE
X:f:]_f
2 1]
*
f. 4y -5 =10 “
4 4 1

57



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Ejemplo 40. En la figura se \

muestra la relacion entre el
precio “p” de un articulo (en
dolares) y la cantidad “q” de
articulos (en miles) que los

consumidores compraran a

P (Precio)

q (Cantidad)

ese precio.

Ap _ =3 _

11 12

. -1 I C
La pendiente es: m = — PR lo cual significa que por una disminucién de $1

AqQ 6

en cada articulo, los consumidores compraran 2000 articulos mas.

Ejemplo 41. Suponga que un
fabricante utiliza 100 libras de material
para hacer los productos A y B, que
requieren de 4 y 2 libras de material

por unidad, respectivamente. Si “X” y
“y” denotan el niumero de unidades
producidas de A y B, respectivamente;
entonces, todos los niveles de
produccion estan dados por las
combinaciones de “x” y “y’ que
satisfacen la ecuacién 4x + 2y = 100,

donde x,y >0

"% (0, 50)

5
Y (unidades de B)

— — — — — A
:>y210024X:>y_50_2)(:>m:72: 2X25: 50 < Ay

125

X

25 <« AX

La pendiente: ., — -2 refleja la tasa de cambio del nivel de produccion B con respecto al de

A. Si se produce una unidad adicional de A, se producira 2 unidades menos de B.

Ejemplo 42. (Funcion costo de electricidad). La electricidad se cobra a los consumidores a

una tarifa de 10 centavos por unidad para las primeras 50 unidades y a 3 centavos por unidad

para cantidades que excedan las 50 unidades. Determine la funcion C(x) que da el costo de

usar x unidades de electricidad. (Grafique)
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ion: 0x, 5T x %50
Solucién: R = _
Za0+Ex, 52 x> 50

Porque para las primeras 50 unidades se cobra a 10 centavos por unidad =10x, si x < 50
seria el primer tramo.

Para el segundo tramo: si x > 50 se cobra las primeras 50 unidades a 10 centavos, o sea 10
x 50=500 pero las unidades después de 50 se cobran a 3 centavos, 0 sea (x-50) x 3; entonces
el costo en el segundo tramo seria: 500 + (x-50) x 3= 500 + 3x-150 = 350 + 3x, si x > 50

#10 |40 EIZI[) 100
Cf 0 [ a00\ 500 G50
: N/ ;
10% 350+ 3

Eiemplo 43. En cierta ciudad la tarifa de taxis es $3000 de cobro inicial (banderazo). Se
sabe que un usuario debe cancelar $ 5400 cuando ha recorrido 6 kildbmetros.
Construir un modelo matematico lineal que describa tal situacion y haga su grafica.

¢ Canto debe pagar un usuario que viaja de una poblacion a otra y cuya distancia es de 15
kilometros?

Solucion:
AC  $2400 s000 | Costo(®)
m= " 6Km $400/Km P(15, 9000)
b=$3000 C(x)=400x+3000
7000
Cx)=mx+b

6000

= C(x) = 400x + 3000 P(6, 5400)
5000

1
1
[
1 AC= 5400 - 3000 = 2400
4000 '
1
1

€(15) = 400 * 15 + 3000
3000 po--232 0zE
= $9000 P(0, 3000)

2000

1000

X (Km.)
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2.11. LA FUNCION CUADRATICA

Una PARABOLA es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan (igual
distancia) de un punto fijo llamado foco (F), y de una recta cualquiera llamada Directriz (D).

Los puntos A, B, C, D y E pertenecen a la
parabola ya que:

AFHAA’}, ‘BF‘:‘BB'

, ‘CF‘ - ]CC']

DF‘ - ‘DD’

y|EF| = [EE’

ELEMENTOS DE LA PARABOLA

Los elementos basicos de una parabola son los
siguientes:

1)
2)
3)
4)

5)

6)

Foco (F): es el punto fijo mencionado en
la definicion.

Directriz (D): es la recta fija mencionada
en la definicion.

Eje Focal: es una recta que pasa por el
foco y es perpendicular a la directriz.
Vértice: Es el punto donde el eje focal
corta la parabola.

Distancia Focal: es la distancia dirigida
del vértice al foco y del vértice a la
directriz, se denota por p.

Lado recto: es un segmento
perpendicular al eje focal, que pasa por
el foco (F), cuyos extremos son dos
puntos de la parabola.

denomina funcién cuadratica.

La funcién parabola es de dos formas:

60

Eje focal

— Vo
L e

Vertice

Directriz

Una funcién de la forma f(x) = ax’+bx+c (@ #0)con a, b, c constantes se

La grafica de una funcién cuadratica es una curva denominada parabola.
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\ b,/

>

x1, 9)

V (Vértice)

(X2, 0)

(x1,9) (x2, 0)

Eje de simetria

Eje de simetria

Coéncava hacia arriba. a>0

Céncava hacia abajo. a<0

Una funcién de la forma f(x) = ax’ + bx + ¢ (a#0 ) con a, b, ¢ constantes se

denomina funcién cuadrética.

Funcion cuadratica —y=ax?+bx+c

Ecuacién cuadratica— 0=ax?+ bx + ¢ — se puede resolver factorizando (si

es factorizable), o por la formula general:

I

=Y

Resultan los interceptos p,(x,.0}* p,(x,.0)<= = 2a
Donde (b’ - 4ac) es el discriminante
2
Vértice de la parabola: Vv _3' 4ac-b oV _E, f(_i
2a 4a 2a 2a
El discriminante (b’ - 4ac) puede ser:
i)b%-4ac>0= s

Ve
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i)b*-4ac=0=

iiiyb®- 4ac <0 =

La coordenada del vértice V (h, k) de la funcién cuadratica también se puede hallar a partir
de su expresion candnica: -
(x—h)* =4p(y —k)

Eiemplo 44. Grafique las siguientes parabolas hallando los vértices e interceptos.

(@) y=x>-x—6
Solucion:
a=1
bt y_| =1 4617 :[1 ngs_ﬁgj
2(1) 4(1) 2 4 27 4

C:-
- ~ (1) /(-1 - 40)-6) _

2(1) (3,0)
11@:115:X1:1+5:3 Y Earae

2 3 2
1-5
y Xe=my =t
V(1/2, -25/4)

b) y= -2x*+ x + 3

Solucién:
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a=2 =3 b:1:>V:(— L 4(_2)(3)_12]:(1,‘25j_(1,31J

2-2)"  4(-2) 4' -8

V(1/4, 25/8)
3

X_—1i¢12—4(—2)(3)
22
X:—lix/g:—liS: _ —1+5
—4 ~4 ~4
-1-5 3 .1
X, = ="=1"
-4 2 72

c) y=3x’-4x +8 (1)

(3/2,0)

Solucién:

a=3

n |y _—4,4(3)(8)—(—4)2}[2 2)_(22)

373 373

P1(0, 8) "¢ P2(4/3, 8)

2 3) | [, 203

4+-/16-96
6

L At-80
e

Raices imaginarias,

no corta el eje “x” la parabola

=x=0en (1) -y=8—p,(0,8)
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d)y=x%-9
Solucion: (3, 0)
a=1, b=0, c=-9 ;
_a)l._n2
vy 0 ’4(1)( 9)-0
20)  40)
=v=(0,-9)
V(0, -9)
0= x* -9—0= (x-3) (x+3)
l l —
x=3 x=-3
e) y= x* + 3x

Solucién: a=1, b=3, c=0

V(-3/2, -9/4)

X=-3 -4

0= x° + 3x = 0= x(x+3) = x=0,

f) y= -x* + 4x -4 (1)
Solucién: a=-1, b=4, c=-4

oY :(‘ D = 121((__?)_ 42}

=v=(2,0)

0=-x’+4Xx—4=0=x"-4x+4 P2(4, -4)

0=(x-2)> x=0en (1) >y=-4

l pl(oﬂ_ 4)
X=2

Ejemplo 44.1. Hallar las coordenadas del vértice de las siguientes parabolas a partir de su

expresion canoénica

1 1
ay=4x’=-y=x22-(0-0=x-0" G- nZ=spo-b
k=0 h=0
V(0,0)
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b. y = —5x2 =>—%y=x2 =>—§(y—0)= (x — 0)*
k=0 h=0
V(0,0)

c.y=x2—22y4+2=x2=(y+2)=(x—0)>*
k=—2 h=0
V(0,-2)

dy=x-12%2=(y—-0)=(x—-1)>
k=0 h=1
V(1,0)

e.y=0+2)2—4=@y+4)=(x+2)°
k=—4 h=-2
V(-2,—4)

Eiemplo 44.2. Encontrar la funcién cuya gréafica es una parabola con vértice V (1,-2) y que

pasa por el punto (4,16).

Solucién:

V(1,-2)

P(4, 16)} Reemplazamos en (x —h)* =4p(y—k) (1) = (4= 1)* = 4p(16 - (-2))

9___1
9=4p(18)===p=5

V(1,-2) . 5 1
pzl}en(l):(x—1)2=4><§(y+2)=> X —2x+1=5(y+2)
8

2x2 —4x+2=y+2$2x2—4x=y=f(x)

Ejemplo 44.3.
El grafico que se presenta a continuacion representa el desplazamiento de un objeto

en caida libre. De acuerdo con la informacion suministrada en el grafico encontrar lo
que se pide a continuacion:

s(t)

140
120
100

60

20
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La altura méaxima alcanzada por el objeto, y el tiempo que tarda en alcanzarla.
La altura desde donde fue lanzado el objeto.
El tiempo que demora el objeto en caer al piso

e 0o T o

Un modelo matematico que represente la altura s(t) con respecto al piso, en

metros, alcanzada por el objeto en un tiempo t, en segundos.

e. A partir del modelo matematico encontrar la altura alcanzada por el objeto 8
segundos después de haber sido lanzado.
f. A partir del modelo matematico indicar cuando el objeto alcanza una altura de 100

metros.
Solucion:
. P1(0, 70) V (4, 150) P2(9.7, 0)
s(t)
A
140
120
100
60
20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -t

a. V (4, 150); por lo tanto: Hmax. Son 150 m. y la alcanza en 4 seg.

b. P1(0, 70); por lo tanto, fue lanzado desde los 70 m.

c. P2(9.7, 0) por lo tanto 9.7 seg. En caer al suelo

d. Teniendo V(4, 150) y P1(0, 70); reemplazamos en (x — h)? = 4p(y — k) su
expresion

canénica: (0 — 4)2 = 4p(70 — 150) = 16 = 4p(—80) = — L

(80 PT 7%

Teniendo V(4, 150) y p = —% reemplazamos en (x — h)? = 4p(y — k) =
(x—4)? = 4(-) (y - 150) = (@ = 4)? = == (y — 150) podiria ser
la solucion; o; x? — 8x + 16 = —= (y — 150) = 5x? — 40x + 80 = —y + 150 =

y=-5x2+40x+70 osea s(t)=—5t%+ 40t + 70
e. s(8)=-5x82+40+8+70 =. 5(8)=70m
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f. s(t) = —5t*+40t+70 = 100 = —5¢t% + 40t + 70 = 5t? — 40t + 30 =0
8+y/(-8)2—4x1x6 _ 8+6.32 {tl = 7.2 seg.
2+1 2 |t; =0.8seg.

Dividoen5:t2 —8t+6=0=>t =

45. (Cercas) un granjero tiene 200m de cerca con la cual puede delimitar un terreno
rectangular. Un lado de terreno puede aprovechar una cerca que ya existe. ¢ Cual es el area
maxima que puede cercarse? Halle las medidas del terreno

Solucién:

«—cerca existente
v Area—xy (1)

1 [ Perimetro— p=200=x +2y
X 200 - 2y=x (2)

(2) en (1): A= (200 - 2y) y

Area(mz) V(50, 5000)
—A =200y -2y° (ecuacién

de una parébola).

3000

Si hallamos el vértice de

2000

dicha parabola V (y, Amax),

1000

su ordenada sera el area

;.
malea., 1o [i} T 20 T30 a0 Ts0 "0 70 Teo Tan ul Mo

-2000,

= A= 2y?+ 200y a=-2 b=200 c=0

F o A(—2 02
::>V=i— 200 4(-2)0)-200 Ll{iﬂjoooj

2-2)° 420 )
Area maxima 5000m?

Ejemplo 46. (Decisiones sobre fijacion de precios). La demanda mensual, x, de cierto

Y=5b0en(2) —
%= 200-2=x50=100m
=Dimensiones: 100mx=50m.

articulo al precio de P délares por unidad esta dada por la relacién

x = 1350 - 45 P. El costo de la mano de obra y del material con que se fabrica este
producto es de $5 por unidad y los costos fijos son de $2000 al mes. a) ¢ Qué precio
por unidad P debera fijarse al consumidor con objeto de obtener una utilidad maxima
mensual? b) ¢ Cual es esa utilidad maxima? c) ¢ Cual seria la demanda para tener una
utilidad maxima? d) ¢ Cudl debe ser el precio/unidad para no tener pérdidas?

Solucién: Demanda mensual — x=1350 — 45P (1)
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P — $U.S./unidad
Costo de mano de obra y material — $U.S. 5/unidad
Costos fijos — $U.S.200/mes

{ P =?

U maxima
U=1-C
[ —
Utilidad=Ingresos—Costos ( C¢, Cy)

2000 5%

U=I1-C = xP - (5x + 2000)

| C
U = (1350 - 45P) P - (5x+2000)

U = (1350 - 45P) P - 5(1350 - 45P) - 2000 = 1350P - 45P2 - 6750 + 225P — 2000; =U
= - 45P? + 1575P - 8750 (modelo matematico) (ecuacion de una parabola concava
hacia abajo, donde el vértice es el punto de maxima; donde obtendré el precio para

una utilidad maxima).

2
a=-45b=1575 c=-8750_\ _ | _ 1575 A4(-45)(-8750)-1575
2(~45) 4(~45)

=V = (17.5, 5031.25)

/ Unmax = $5031.25

P=%175para =
a) $U.S. 175 b) Umax. =$U.S. 5031.25

c) P=17.5en (1) - x =1350 - 45*17.5 = 562.5 = x = 563 articulos

d) — 0 =-45P?+1575P — 8750 — =+ (-45) — 0 = P2- 35P + 194.4

p= 35+/352—4(1)(194.4) _ {Pl = $U.S.28.07
B P, =%U.5.6.93

2(1)
El precio esta entre $U.S.28.07 y $U.S.6.93
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Utilidad ($)
V(17.5, 5031.25)

5000 ]
A000 ]

2000

2000

1000 ]

Precio (%)

Eiemplo 47. (Decisiones sobre fijacion de rentas). El sefior Alonso es propietario de un
edificio de departamentos con 60 habitaciones. El puede rentarlas todas si fija una renta
mensual de $200 por habitacion. A una renta mas alta, algunas habitaciones quedaran
vacias. En promedio, por cada incremento de la renta de $5, una habitacién quedara vacia
sin posibilidad alguna de rentarla. Determine la relacion funcion entre el ingreso mensual
total y el nimero de habitaciones vacias. ¢ Qué renta mensual maximizaria el ingreso total?

¢, Cual es el ingreso maximo?

Solucion: x = # de habitaciones vacias

Ingreso—=> 1= (B0-x). (200 + 5x)
# de habitaciones  valor enque
que renta renta cada habitacion
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10

Ingreso (%)
14DOD*
V( 10, 12500)

12000

LU

= | = 12000 + 300x - 200x - 5x?
=] = - 5x% + 100x + 12000

G000
A000

P,
2000
4

X (# de habitaciones)

:QD 0 %CI a@@ aQO a4[

.
2000
4

a=-5,b=100, c=12000

v —|_ 100 4(-5)(12000) —1002
L 29" 4-H)

=V = (10,12500)

X=10 para = Imax = $12500
Renta mensual maxima: 200 + 5x
=200 +5x10=

Ejiemplo 48. (Agricultura). Un granjero tiene 200 yardas de cerca para delimitar un

terreno rectangular. Exprese el area A del terreno como una funcién de la longitud de

uno de sus lados.

Solucién:
7 X O] )
Perimetro: P=200=2X+2Y
v v 22, 100=X+Y
- . = 100-Y =X (1)
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Area > A=XY (2) = (1) en (2) - A = X (100-X)

Ejemplo 49. (Funcion de costo). Se construye una cisterna de modo que su

capacidad sea de 300 pies cubicos de agua. La cisterna tiene como base un cuadrado
y cuatro caras verticales, todas hechas de concreto y una tapa cuadrada de acero. Si
el concreto tiene un costo de $1.50 por pie cuadrado y el acero cuesta $4 por pie
cuadrado, determine el costo total C como una funcion de longitud del lado de la base.
Solucién:

|
X Acero Ca=$4/pie*
- —
—
X Concreto
v Gg=$1.5/pie*
Y
Y
v
X
X
Cr=fx)=2 V=300 pies®

CT:CE_B+C|:B+C|:A|

\

Bases Area lateral

Cr=8%4 X2+ $15,X2+515,4XY =Cr=4X2+1.5X2+6XY
pie® pie? pie? Cr=55X3+06XY (1)

Volumen — V=300 = X3%Y = 300/X* =Y (2)

2)en(1) = Cr=55X2+6X (300/X3) = Ct=55 X2 + 1800/X

Ejemplo 50. (Funciones de ingresos). Un hotel tiene 70 habitaciones que puede rentar
en su totalidad si la renta se fija en $200 al mes por habitacion. Por cada incremento
de $5 en la renta de cada habitacion, una habitacion quedara vacia sin posibilidad

alguna de rentarla. Exprese el ingreso mensual total | como una funcién de: (a) X, si X
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es el namero de incrementos de $5 en la renta de cada habitacion.(b) La renta mensual
P de cada habitacion.

Solucidon: X=> # de incrementos de $5

I = (200 + 5X)(70 — X) (1) = 1= 14000 — 200X + 350X — 5X2 &=>

v I=-5X*+ 150X + 14000
P =200+ 5X = X=(P-200)/5

En(1)> 1=P (70 - P-200)
5
=P (350 — P +200) = | =£5{550 -P)
5

2.12. LA FUNCION INVERSA

Ejemplo 51.1.: La funcién f(x)=x3-1 ¢tendra inversa?¢ Cudl sera? Grafigue ambas funciones
Solucion: Grafiquemos f(x)=x3-1; D={xER}; x|lo 1213 [-1 [21-3

y|-1 o |7 262 [-9]-28

Al graficar ésta funcién se observa que R={yER} y es inyectiva; por lo tanto y=x3-1 tiene inversa;
entonces hallemos su inversa: y=x3-1 « f(x)

=yl ) =x+1=y" =2 +1=Y¥P=y=f"10=V+1
x]0 |7 ]26]1 [2]-9

yl1 [2 3 [0 [1]=2

donde D={xER};
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Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrias de ambas funciones

También podemos demostrar que una funcion es inyectiva (para que tenga inversa),
demostrando que Si f(x;) = f(x;) = x; = x, sin necesidad de hacer la gréafica.

Veamos en éste ejemplo: f(x;) = f(x) @2 x 3 —1=x3-1=2x3-1+1=x,2=x3=1x,°

= flxl = i/x23 = X1 = Xo; por lo tanto, f(x)=x3-1 es inyectiva
https://www.youtube.com/watch?v=TxRpKrQJsdw
Ejemplo 51.2.: La funcién f(x)=2x+3 ¢ tendrd inversa?¢ Cual sera? Grafigue ambas funciones

Solucién: Grafiguemos f(x)=2x+3; D={xER}; Xx|-2 |2
y|-1 |7

Al graficar ésta funcién se observa que R={yER} y es inyectiva; por lo tanto y=2x+3 tiene inversa;

entonces hallemos su inversa: y=2x+3 «— f(X)

\

x = 2y+3— f1(x) = ’%3 =y = f1(x)= xT_g

donde D={x€R}; [ T1 [7

Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrias de ambas funciones

1
Ejemplo 51.3.: La funcion f(X)=EX5-3 ¢tendra inversa?¢ Cual sera? Grafique ambas funciones
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Solucién: Grafiquemos f(x)=%x5-3; D={xER}; x|0

1

2

-1

y|-3

-25 |13

-3.5

-19

Al graficar ésta funcion se observa que R={yER} y es inyectiva; por lo tanto y=%x5-3 tiene inversa;

. 1
entonces hallemos su inversa: y=5x5-3 — f(x)

x=§y5-3<— f1x) 2 2(x+3) =y°> = Y2(x+3) = W =
donde D={xER};

y=f1x)=32(x+3)

Xx|-25|-3 |-19 |-3
y|1 2 |3 0

121

10

$ A=(213)

E=(13,2)

-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6
H=(-19, -2)

g(z) =(2 (:r:+3))=l‘

,"‘h(:r) = flz) = -
J, D=2 -19)

Entrada:

1

L

[=:] [+2]
[y

Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrias de ambas funciones

Ejemplo 51.4.: La funcion f(x) = v—1 — x ¢tendra inversa?¢ Cudl serda? Grafigue ambas

funciones
Solucién: Grafiguemos f(x) = V-1 —x;
—-1-x20=-12x=x<-1=D={x€ER/x< -1}
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Al graficar ésta funcion se observa que R={yER/y> 0} y es inyectiva; por lo tanto f(x) =v-1—x
tiene inversa: y =v—1—x « f(x)

e

x=-1-y «—f(x) =2x*=-1-y 2y=-1-x*=y=Ff1(x)=-1—x
donde D={x€R/x= 0};

Obsérvese que la recta y=x es el eje de simetrias de ambas funciones
https://www.youtube.com/watch?v=TxRpKrQJsdwé&vl=es-419

Eiemplo 51.5.: Encontrar la inversa de cada una de las funciones que se dan a
continuacion, e indicar si dicha inversa es o no es funcion:

Recuerda que también podemos demostrar que una funcién es inyectiva (para que
tenga inversa), demostrando que Si f(x;) = f(x;) = x; = x, sin necesidad de hacer
la grafica.

a. y=fx)=2x—-8 - Si f(%)ff(xz) = X1 = X
2x1—8=2x,—8

2X1=2X2=X1=X2  Tiene inversa

x+8
= x=2y—8:>T=y=f‘1(x)
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b. y=fx)=vx*—4 ->S8i f[flx)=/[f(x;) =x=x

\/x12—4;\/x22—4
2 2

R

xX12-4=x2-4=x12=x,2

= ’X12=i ’xZZ

=x1#tx2 No es inyectiva
(no tiene inversa)

c. y=g@) =x+6 >Si flx)=f(x) =x =x
X13+6;XZ3+6
X13:x23

3 3
/x13 =" |xp3=x1=x7

= x=y3+6=x-6=y3 =Vx-6=3Yy3=Vx-6 =y=g7"1(x)

d. y=h(x)=log(x—5) »Si h(x)=h(x,) =x =x,

log(x;1—5) =log(x2—5)
X1—5=x2-5
=X1=X2  Tieneinversa

= x=log(y—5) < 10*=y-5=10*+5=y = h™(x)

e. y=f(t)=el'? - 5i f(t) = f(t2) =L =10
e(tl_z) ;e(tz—Z)

Ine(t1-2) =jpe(t2-2)= t1—2=ty—-2
=tq =ty Tiene inversa
= t=e0D=ht=lne D =ht=(y—-2)he=Int=(Qy-2)=Int+2

=y=f7(®
3t—4
f- y=g(t)=—t_5 - Si g(t) = g(t;) =1l =1
3t1—4 _3tp—4
t1-5  tp-5
3t1tp—15t1—4t2+20=3t1tp—4t1—15t2+20
—15t1—4tp=—4t1—15ty
= 15tp—4t2=15t1—4t1=11t1=11t;
=tq1=ty Tieneinversa
= t=%:>ty—5t=3y—4:ty—3y= 5t— 4= y(t—3)=5t—4
5t—4 14
- = =
y=7—3=90©
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2.13. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Ejemplo 51.6.: Halle la inversa de la funcién f(x)=senx y grafique ambas. Hallemosle el

dominio de ambas funciones
Solucién: La siguiente es la grafica de la funcion f(x)=senx. Obsevese que el dominio es

D={xER}; y no es funcién inyectiva

/2, 1)

1

/—\ (T, 0) (2, 0)
7—6 5 4 3 2 -1 0.0) 1 2 3 4 5

flx) = sen(x) =

(3m/2, -1)

Obsérvese que a la funcién

de ésta grafica ya si le

podemos hallar la inversa

porque tenemos una funcién

_sen (;1:)) inyectiva

oS

T T
f(x) =y =senx, six€ [—= _]

2" 2
v

f~1(x) = x = seny

f~1(x) =y = arc.senx, six € [-1, 1]

X |-1 -05 |0 |05 |1
y |-m/2 |-m/6 |0 | /6 | /2
-90° | -30° 30° | 90°
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(1, /2)
(T2, 1)
(0.5, T1/6)
2 15 -1 15 § * 2
(0.5, -T1/6)
=112, -1)
-1 Yircsen (z
= arcsen (z) J : Jpa e T
o [(z) = Si gf— — << - s 11(:1‘))

(-1, -11/2) 15 (-1, -/2)-15| 2 2

T —.,

Eiemplo 51.7.: Halle la inversa de la funcion f(x)=cosx y grafique ambas. Hallemosle el

dominio de ambas funciones

Solucién: La siguiente es la grafica de la funcién f(x)=cosx. Obsevese que el dominio es

D={xERY}; y no es funcién inyectiva
2

(0, 1)

(T7/4, 0.707)

Por lo tanto para poderle hallar la inversa debemos limitar el dominio D={x€R/0 < x < 7}

2

15 Si(0 <z < 7 cos(x))

(0, 1)

05

(0,0
-05 0

25 3 3.5 4
(311/4, -0.707)

5 -1

-0.5

-1 (=1

Obsérvese que a la funcion de ésta
gréafica ya si le podemos hallar la
inversa porgue tenemos una funcién

inyectiva

f(x) =y =cosx, sixe [0, m ]

f_l(x) = X = cosy
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f~1(x) =y = arc.cosx, six € [-1, 1]

X 0.707 |0 -0.707 | -1
y /4 /2 | 31/4 1T
450 90° | 30° 180°
_’|l m -1, ) '/,'
( ] arcos () arcos (z) et
(-0.707, -311/4)
(-0.707, -3m/4) R
(0, 11/2) 15 flx) =Si(0 <z <7 cos(z))
(0, 71/2) 15 (0, 1) 1 (0707, Tr/4)
W.(T7/4, 0.707)
1 (0.707, 11/4) 05
(0,0 "/' (Trl’2, 0)
05 2 15 -1 -05,8 0.5 5 25 3 35 4
(0,0 I (311/4, -0.707)
2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2
(1, 0) 7! (. -1)
I o ———

*

Ejemplo 51.8.: Halle la inversa de la funcion f(x)=tanx y grafigue ambas. Hallemosle el

dominio de ambas funciones

Solucién: La siguiente es la grafica de la funcion f(x)=tanx. Obsevese que el dominio es

D= {X eRIX#tr/2;+3712, } y no es funcién inyectiva

-y -
\

L L L L L L L L L L L L T T T T Py —y—y -}
2

g g Sy AP UN Uy URp SRR | g g g g g g g gy
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Por lo tanto para poderle hallar la inversa debemos limitar el dominio

Obsérvese que a la funcion de ésta
grafica ya si le podemos hallar la
inversa porque tenemos una funcion

inyectiva

f(x) =y =tanx, six € (— g, g)

f_l(x) = X = tany

f~1(x) =y = arc.tanx, six € (—, )

X | -c0 -1 0 1 00
y | (@2 |-m/4 |0 |4 | (7/2)
45° 45°
2
g(x)=arc tanx 1 (1, T1/4)
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3| |rreemeteemereb et oo S p oo -

(-1, -11/4) 1

5
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Funciones Rango
Dominio
y = arc.senx < seny = x -1<x<1 -2 <y <n/2
Yy = arc.cosx < cosy = X -1<x<1 0<y<m
y = arc.tanx < tany = x - 00< X <00 -2 <y <nl2
Yy = arc.cotx < coty = X - 00< X <00 O<y<n
y = arc.secx < secy =x x<-1,x2>21 0<y<ny=#n/2
y = arc.Cscx < Cscy = X x<-1,x2>21 -m/2<y<nf2,y#0

Este debe ser el dominio y rango para que sean funciones, e inyectivas

(para que una funcién tenga inversa tiene que ser inyectiva).

/2 | i
y=arc.senx
0 ™
T T
-1 0 1
y=arc.cosx
0
-T/2 | T B 0 ' 1
e
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The graph of v = arcsec x: The graph of y = arccsc x:
4 ¥ 5. F
34T i
1]
2_
2
f» L L L L B L = L N LR LR RN L T X
11 24 6 & 10
m & & 4 2 12 46 2 10
A2
1

2.14. LA FUNCION EXPONENCIAL

Se llama funcién exponencial de base “a” a toda funcién de la forma f(x)=a*, donde

acR"("a" constante) y X € R.

. _4 X
Ejemplo 51: Graficar f(x)=3" 7 y=3
Solucion: ' 13 a1
x 2] A0 [1 ]2 ]3 | = L,

113|191 | —=0

1
9| 3 27 ' 1 '
/ X

31’

: \ Al
.l"] y — -
Ejemplo52: Graficar; f(x)= LE] . [2] l3
Solucién: : 12
X 2 -1 0|1 (2|13 |=¢ 0<a<l
27*|4 |2 1 (1]1]1|—=0 \
204]g , ,
2148 -2 AHS 2 X
Hay un tipo de funcion exponencial especial donde a =@ e=2.71828182845...
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Ejempio 53: _Graficar f(x)=¢&* ' v]
Solucion:

X |-2 -1 0 1 2

¥0.14 1037 (1 272|739

—'2 Kﬂsimutg horizontal 2

Definicion: Sib>0,b=1yxeR™, = y=log, x < bY =x

2.15.L A FUNCION LOGARITMICA

La funcion logaritmica es la funcién

y=a* < log,y = x
loggx=y

inversa dela funciéon exponencial

Ejemplo 54: Graficar. f(x)=log, x y..g
Solucion: ¥ =log, x & 2% =x
11
2 |1 {0 |1 |2 |3 |-90
1 [1 |1 ]2]4a]1 [—>0 B
rp s §
1 =
log, x=-1<2  =x=2 g
< 2 i
] &
log, 1:=—?‘_<:>?‘__‘=‘f=Z 1
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Ejemplo 55: Graficar: v =log; x
2

Solucidn:
x[-2-1 (0 (1 ]2 |
y |4 |2 —0

o | =
| =

2.15.1. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS.

0<b<1

< y=log1/2)x (Logaritmo en base 1/2 de x)

<— Asintota vertical

log, A=log, B&> A=8B

sib>0yb#1,=b

logy u
ogp —

log, =1

log, 1=0

Sib>0yb#1,ysid,BeR",

= log, (A x B)=log, A+log, B
A
2. logb(szlogbA—logbB

3. log, A" =nlog, A, VY, €R

1. Logaritmo de un producto es igual a la suma de sus logaritmos.

2. Logaritmo de un cociente es igual a la resta de sus logaritmos.

3. Logaritmo de una potencia es igual a la potencia multiplicada por su logaritmo.

No confundir:

logp(Ax B

logy, A" = (log, A)"

logp(A+ B)=logy A+logy B (a)
# logy Axlog, B (b)

o5 (5= Iogb%gb B

(©)
(d)

84



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

," Funcién exppnencial — f(z) = a”

¢ -4

4
/’ Funcion logarit
-5

l
mica — f(x) = log,x = e
Ina

1Sia>0,atlyxeRY, =>y=logx < a’ ==

-f

In ()
glar) =
In (2)

’

4
" Funciéon logarit

'8 -5
" Sia>0, a#lyxel

-6

’ .. . _ oz
.7 Funcidén exponencial — f(x) = a
-4

l
mica — f(x) = log,x = “pT
Ina

RT, = y=logexr <= a’ ==z

. In (z)
ST W)
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- Funcién exponencial — f(x) = a”

£

-4
Inx

" Funcion logaritmica — f(x) =log,xr = —

Ina

¢ -5
' Sia>0,a#lyxzeRT, = y=logxr <= a’==z

-5 "
In ()

I (4)

glz) =

r . .
L+ Funcion exp

¥

s
" Funcion logarit

i -5
7 8ia>0, a#1lyxel

-6

-4
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encial — f(x) = a’

ica — f(x) = log.x = in
Ilna

L =y=logr < a’==x

,/, Funcion logarit
. -5
" Sia>0,a#1yxel

In ()
In(1.4)

glr) =

" Puncién exponencial — f(z) = a”
-4

rs

‘ l
" Funcion logaritmjica — f(x) =log,x = i

lna
< -5
" Sia>0,a#1yxeRl’, = y=log,x < a’==z

-6
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4 -3

f’ ..
L« Funcion exp
i -
,/ Funcion logarit

4 -5
Sia>0, a#1yxel

FPuncién expenencial — f(x) =a”
'

’

S . : [
Funcion logaiftmica — f(x) = loger = lni
s, na

Sia > 0, a # 1_4y zeRT, = y=log.x <= a¥ ==

Obsérvese que en las graficas anteriores la recta y=x es el eje de simetria de las funciones
y=a* y de y=log,x
Eiemplo 56. La velocidad de un paracaidista en el tiempo t esta representada por v(t) =
80(e%2t — 1), Donde t esta dada en segundos y V en pies / s.

a. Determinar la velocidad inicial del paracaidista.

b. Determinar la velocidad del paracaidista después de transcurridos 5 y 10 segundos.

c. ¢ Cuando la velocidad del paracaidista es de 26,4 pies/s?
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Solucion:
a.v(t) =80(e%?* - 1)— v(0) =80(e%%*°-1) - v(0)=80(’°-1) -
v(0)=80(1—-1)=80%x0=0
ies
b.v(5) = 80(e%25 —1) —» (5) = 80(e! —1) = 137.5’:Tg.
pies
v(10) = 80(e%**1° —-1) - v(10) =80(e? —1) = 511'1@

c. v(t) = 80(e%2%t — 1)— 26.4 = 80(e%%t —1) — % +1 = (e22t)
> 24+ 1) =n(e®) - In(22+1) =02t * In(e")

In (%+ 1)

_)T:t —>t=1.438€g.

2.16. TRANSFORMACION DE FUNCIONES

Resumen

(a) Desplazamiento
vertical

(b) Desplazamiento]
horizontal

(c) Reflexién en
el eje x

(d) Reflexién en
elejey

(e) Estiramientoy i Si c>1 se tiene un

acortamiento vertical estiramiento vertical.
Si 0<c<1 setiene un

acortamiento vertical

(f) Estiramiento y i Si c>1 se tiene un
acortamiento horizonta acortamiento horizontal.

Si 0<c<1 setiene un
estiramiento horizontal
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Si hay reflexién y desplazamiento al mismo tiempo; primero se realiza la reflexion y luego
los desplazamientos.

** g hay estiramiento y desplazamiento al mismo tiempo; primero se realiza el estiramiento

y luego los desplazamientos.

Desplazamientos Verticales Ejemplo 59. Dada la grafica de
f(x)=x2+x+2; grafique  h(X)=x?+x+5 y
K(X)=x3+x-1
hx) =x?+x+2+3=fx)+3 =13
fx)
kx)=x*+x+2-3=fx) -3 = |3
f)

Desplazamientos Horizontales

Ejemplo 60. Dada la gréfica de f(x)=x?+x-10; grafique h(x)=(x+4)?+(x+4)-10 y
K(X)=(x-4)?+(x-4) -10

Solucién: h(x) = (x+ 4)? + (x+4) — 10 = f(x + 4); X+4=0=>x=—-4=—14
f(x)
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(Desplazamiento horizontal hacia la izquierda)

k()= x-4)°+x-4)-10=1(x-4); x-4=0=>x=+4>—4
f(x)

(Desplazamiento horizontal hacia la derecha)

Desplazamiento horizontal y vertical:

Ejemplo 61.
Desplazamiento vertical: f(x)= x3-2x = f(x)= x3-2x+c

Desplazamiento horizontal: f(x)= x3-2x = f(x)= (x+a)3-2(x+a)
Dada la gréfica de f(x)= x3-2x; construya las graficas g(x)= x3-2x+3;
h(x)= x3-2x-3; K(X)= (x-3)3-2(x-3),  I(X)= (x+4)3-2(x+4)
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L} "m !
i 8 i i
i i i
I i I
i h i
: i i
g(x}:x"3-2x+3 " .
R il H K !
F 7N !
Y Y h !
i 2N o . I
I(x)=(x+4)"3-2(x+4 ! 4 o '
( ) ( ) ( ’ !f(’()= AB.2% : . '
s \ Ih AR 1
r N P ‘5 L
e T w ¥ v - T =
o s o wiH NJEF N e
I e 1 T4 e
i | S 3 k(x)=(x-4)"3-2(x-4)
. 7\ M
I H ‘i
.' | !
" AY
i | TS ot
| ! hix)=x"3-2x-3
: H K -
i , -
I U 1] I
: H .
I H I
i i 8] I
- L -
! i !
! T
] il 10 I

Ejemplo 62. Dada la gréfica de f(x)= x3-2x; construya la grafica k(x)= (x-2)3-2(x-2)+4

Solucion: k(x) = (x—2)2 —2(x—2)+4=fx—-2)+4,=x-2=0=>x=2=—2
(Desplazamiento horizontal)

(Desplazamiento vertical)

fx)
T4
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Ejemplo 63.
Desplazamiento

horizontal y vertical :

Dada la grafica de f(x)=
x?; construya las gréficas
g(x)=x>3 'y
h(x)= (x+2)*-3

/

X+2=0=>x=-2 «-2

-3

Ejemplo 64. A partir de la
gréfica f(x)=e*;

Grafique g(x)=e*1+2.

Solucién: Obsérvese que
cada punto de la grafica
f(x)=e* tuvo un

desplazamiento en “y
de 1

de 2
unidades y en “x”
unidad
x-1=0=2x=1

1
—)

1 |
[} ' H H
1 1 I )
] 1 1 I
\ ' 1 [
L] 1
1 T
1 1 4 N 1
H ' 1 ] [
1 [ H 1
H ' ) I
' ' ] T
1 [ ' I
ll " " 3 ] 1
v f{x)=x"*2 "1 I
1 f [
\ ' i '
1] 1]
1
¥ L)
[} h 1
] [} [
1 1 24 ,' I
1 1]
!
¥ I
[} ' [
' ] H [}
\ 1
I I
h(x)=(x+2)"2-3", B n 4
1 1Y 9 i
\ [ B 1
) 1 h ]
A ]
I [}
1 1]
[ I
1] 1 1
T T “ T l‘ L T T
-6 5 -4 3 -2 1 r |0 1 ;o2
' [ N '
' s ] 1
' ' ] [
N ' P [
. p " 1 [
Y M ' '
A
I r
' 1 ' = A
\ R J a(x)=x"2-3
' Ve 2 '
; A 1 y
* RN ’
- L Y r
. ’ . ’
. i e
] I

I
B '
$ D=(2472)
'
4 ;
&
4 E=(1,3)
F=(1,214) [.»° B=(1,272)
------------- "'.".2_
g = etp-1) + 2
fi=e C=1(2 0.1
[u]
4 -3 2 1 a ] 2 .
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Ejemplo 65. A partir de la y
gréfica f(x)=x¥2;
Grafique g(x)=(x-1)*2-2.

Solucién: Obsérvese que
cada punto de la gréfica

f(x)=x*2 tuvo un

desplazamiento en “y” de -2

“y,"

unidades y en “x” de 1 unidad.

X-1=0=>x=1 I

2

Eiemplo 66. A partir de la gréfica
f(x)= - 3x?+2;
Grafique g(x)= - 3(x-1)?+1.

Solucién:
gx)= -3x—-1)2+2-1
flx—1)
X-1=0=x=1

_1-1

Reflexion de graficas

Si tenemos la gréafica y=f(x), la podemos reflejar en el eje “x”, graficando

y= - f(x); y la podemos reflejar en el eje “y”, graficando y= f(-x)
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f{x)=x"2+x+2

15 10 10 15
i}
IFERE 0 i "4 s "8
g(x)=-(x"2+x+2)
F(x)=x"2+8x+2 g{x)=(-x)"2+8(-x)+2

-20 |

e —

Reflexion en el eje “y”

Reflexién en el eje “x”

Ejiemplo 67. Dada la

I
]
I
I
I
I
[
1
[
1

gréfica f(x)=x2+2x+3; R
: : fa)=x2+ 243 g(X)=F-X)=(-x)"2+2(-x)+3
grafique las reflejadas en , =XA2-2x+3
[ TRe] (TR '
el eje “x” y en el eje “y". ’
Solucion: . . 0 . . ,
-10 -5 0 5 10 15
N
LA
[ A3

5% K(x)=-f(x)=x"2-2x-3

\
1
1
1
\
1
)
|}
\
]
1

*

Ejemplo 68. Dada la gréfica de f(X)=x?+x+2; grafiqgue h(x)=-x?-x-2 y Kk(X)=x?-x+2

Solucién: h(x) = —(x2 + x+ 2) = —f(x) = reflexion en el eje "x";
f(x)
k(x) = (—=x)% + (—x) + 2) = f(—x) = reflexién en el eje "y"
fx)
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| 0
-3 -2 -1 0 1 2
-1
#
# G o |
o, 2. *
4 %
I A
r A}
] i
’ -34 LY
¥ A ]
[ L]
¥ !
[ %
L

Ejemplo 69. Dada la gréfica f(x)=x3-2x?+4; grafique k(x)=(-x-4)3-2(-x-4)?+1
Solucién: Como se observa, en esta grafica hay desplazamiento horizontal, vertical y

reflexion en “y”.

Lo primero es graficar la reflejada en “y”: g(x)=f(-x)=(-x)3-2(-x)?+4; g(X)=-x3-2x3+4
Sobre ésta reflejada se hacen los desplazamientos vertical y horizontal.

kx) = (—x—4)3—-2(—x—4)*>+4-3
g(x-4)

-x-4=0 — x=-4;y de 4 para llegar a 1 se le resto 3; es decir la grafica se desplaz6 4
unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia abajo.
4

P
«
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_f(m)::c2—|—m—|—2

Grafique k(x) = s(x +3)2 —x—7

Solucidn: Esta grafica tiene reflexion

en “xX” y desplazamiento horizontal y
vertical

flx)=a*4+x+2
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Segundo; a partir de la reflejada
g(x) = —x2 —x — 2 se hacen los
desplazamientos:
k(x)=—-(x+3)2—(x+3)—-2+3-5
g(x+3)

k

Obsérvese que ésta es la reflejada,
pero donde esta la “x” se cambia por
“x+3”; entonces tendriamos:

k(x)=—(x+3)2—-(x+3)—2-2
g(x+3)-2

x+3=0=>x=-3 «
—

123

f(w):;c2+;c+2

=12 -1 -10 -9 -8 -7 &

»On,

Ejiemplo 71. Dada la grafica
f(x) = Vx ; grafique

k(x) =vV3—x+2

Solucién: En esta grafica hay

desplazamiento horizontal, vertical vy

reflexion en “y”.
Grafico la reflejada en “y”: f(x) =v—x; y

luego se le hacen los dos desplazamientos.

k(x)=(3-x)M1/2)+2
l-.,_...
-.-~~
e
-~

O

909 = (-CN(1/2)

~ -

.‘
-
-
-
..
-~
-

f(x) = ¥7(1/2)

Para graficar k(x) = V3 —x +2; 3-x=0, — x=3;yde 0

para llegar a 2 se le sumo 2; es decir la gréfica se

desplazé 3 unidades hacia la derecha y 2 unidades hacia

arriba.

98




CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Eiemplo 72. Dada la grafica de f(x) = Vx;
Grafique: @) h(x) =vV3—x+2 y (b)I(x) =—Vx+3 -4

Solucién: (a) k(x) = Vv—x = f(—x) = reflexion en el eje "y" Primero graficamos la curva

reflejada en el eje “y”.
4 4
1

____.’i:.(.:r) = (—x)? 3
“"""h-.._“ ,

.“*‘““sil 1

I o -f(j"). = |22

-8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-1

Ya con la curva reflejada en el eje “y”, le hacemos los desplazamientos: h(x) = V3 —x + 2
3—x=0= x=3 = — 3 (Desplazamiento horizontal)

T2  (Desplazamiento vertical)
A \ 5 I3 6
| h(x) = (—2+3)2 42
~~~~~~~~~~~~~~~~~ 5 -
........ 4l
1 s S
------ klz) = (=x)* 3
-.-.-h..--"'-.-.-- 2_ \‘
ﬁ‘h‘~~~1 1
Y e |
I I T e o f(;r) =
)y 8 v 6 -5 4 -3 -2 -1 (01 2 3 4 5
_1 1
(b) t(x) = —V/x = —f(x) = reflexion en el eje "x" Primero graficamos la curva reflejada en

el eje “X”.
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3_
2_
11 1
T) = 72
. f(r) | 1
-1 Q1 2 3 4 5 6
s ) = =a
-2 T
_3-

Ya con la curva reflejada en el eje “x”, le hacemos los desplazamientos: |(x) = —vVx +3 — 4
x+ 3 =0 = x = —3 = « 3 (Desplazamiento horizontal)
l4 (Desplazamiento vertical)
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Eiemplo 73. Dada la grafica
f(x)=2(x+2)3-3(x+2)%-5; grafique
k(X)=2(-x-3)3-3(-x-3)*-1
Solucion: En esta grafica hay

desplazamiento horizontal, vertical y

reflexion en “‘y”.

w9,

Y’ 9(X)=2(-x+2)*-3(-
x+2)?-5; y luego se le hacen los dos

Grafico la reflejada en

desplazamientos.

Para graficar k(x)=2(-x-3)3-3(-x-3)>1; hay
gue tener en cuenta que —x+2 para llegar a —
x-3 se le tuvo que agregar a —x+2, -5
unidades; es decir, cada punto se desplazé 5
unidades hacia la izquierda; y de -5 para llegar
a -1 se le sumo 4; es decir la gréfica se

desplazé 4 unidades hacia arriba.

Ejemplo 74. Dada la grafica
f(x)=-3(-x+2)3+2(-x+2)+1; grafique
K(X)=-3(x-2)3+2(x-2)2-2

Solucién: En esta grafica hay desplazamiento

horizontal, vertical y reflexiéon en “y”.

“w o9,

y-
g(x)=-3(x+2)3+2(x+2)*+1; y luego se le hacen los

Grafico la reflejada en

dos desplazamientos.

Para graficar k(x)=-3(x-2)*+2(x-2)?>-2; hay que
tener en cuenta que x+2 para llegar a x-2 se le
tuvo que agregar a x+2, -4 unidades; es decir,
cada punto se desplaz6 4 unidades hacia la
derecha; y de +1 para llegar a -2 se le resto 3; es
decir la gréfica se desplazé 3 unidades hacia

abajo.
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k(x)=2(-x-3)g}

3(-x-3)A2-1

g(x)=2(-xil- )A3-3(-x+2)A2-5

SN N

|
]
f(x)=2(x+2}ﬂ3-3(x+2)“2-5

0

- — 0 - i e

| ]
1 f(x)=-3(-x+2 "3+2!-x+2)"2+1

| 1
19(X)=-3(x+2)3+2(x+2)t 2+1
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= 2 Ll
\




CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Eiemplo 75. Dada la grafica
f(X)=2x*+3x3-2x2-4x+1; grafique
K(X)=2x*-3x3-2x?+4x-3

Solucion: En esta grafica hay

desplazamiento vertical v reflexién en

Lhy 09

v
Grafico la reflejada en “y”:

g(x)=2x*-3x3-2x2+4x+1 ; y luego se hace

y”.
Para graficar k(x)=2x*-3x3-2x+4x-

el desplazamiento en

3; hay que tener en cuenta que de +1
para llegar a -3 se le resto 4; es decir la

grafica se desplazé 4 unidades hacia
abajo.

Ejiemplo 76. Dada la grafica
f(x)=e*; grafique k(x)=-e**9+5
Solucién: En esta grafica hay

desplazamiento horizontal, vertical

y reflexion en “x”.

Grafico la reflejada en “x”:
g(X)=- €%, y luego se hace el

desplazamiento horizontal y vertical.

-3
)

I

I

"' k(x)=2x"4-3x*3-2x"2+4x-3

Para graficar k(x)=-e**®+5; hay que
tener en cuenta que de +x para llegar

a x+5 se le sumo 5; es decir la gréafica

se desplaz6 5 unidades hacia la
izquierda. Y de 0 a 5 hubo un

desplazamiento de 5 hacia arriba
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Eiemplo 77. Dada la grafica
f(X)=2x*+3x3-2x2-4x+1; grafique
k(X)=-2(x-5)*-3(x-5)3+2(x-5)*+4(x-5)+1
Solucion: En esta grafica hay

f(X)=2x A 4+3XA3-2XA2- 4x+1 o

i
i
'] 1
'] 1
I LIS
[ &
] 1
] 1
I L]
r 1
?
[
]
[

desplazamiento horizontal, vertical y
reflexion en “x”.

1
o !

+—— :
\.l 5

Grafico la reflejada en “x™:

g(x)=-2x*-3x3-2x?+4x-1 y luego se hacen

f'

los dos desplazamientos.

Para graficar
K(X)=-2(x-5)*-3(X-5)3+2(x-5)%+4(x-5)+1

Hay que tener en cuenta que de x para
llegar a x-5 se le resto 5; es decir la

grafica se desplaz6 5 unidades hacia la
derecha.

]

]

1

l'g(x)=-2x"4 3XA3+2KA2+4x-1
4

\
]
v
k(x)=-2:(x-5)‘4-3(x-5)|"3+2(x-5)“2+4(x-5)+‘:1
i

1
X
i
1
1
1
1

Y de -1 para llegar a +1, hubo un
desplazamiento de +2 hacia arriba.

Estiramiento y acortamiento vertical de una gréfica
Si se tiene la grafica de y=f(x);

a. al obtener y=c.f(x) donde c>1 se tiene un estiramiento vertical de y=f(x); es decir,
toda coordenada en “y” de un punto de la grafica y=f(x) queda multiplicada por “c”.
b. al obtener y=c.f(x) donde 0<c<1 se tiene un acortamiento vertical de y=f(x); es decir,
toda coordenada en “y” de un punto de la grafica y=f(x) queda dividida por “c”.
Ejemplo 78. A partir de la gréafica f(x)=x3-2x,
Grafique g(x)=3(x3-2x) y h(x)=1/3(x3-2x)
Solucién: Obsérvese que la coordenada en

y” de cada punto de la grafica f(x)=x3-2x se

multiplicé por 3 para obtener la grafica

g(x)=3(x3-2x); y que la coordenada en “y” de
cada punto de la grafica f(x)=x3-2x se dividio

por 3 para obtener la grafica h(x)=1/3(x3-2x)
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Estiramiento y acortamiento horizontal de una gréafica

Si se tiene la grafica de y=f(x);

a. al obtener y=f(cx) donde c>1 se tiene un acortamiento horizontal de y=f(x); es decir,

toda coordenada en “x” de un punto de la gréafica y=f(x) queda dividida por “c”.
b. al obtener y=f(cx) donde O<c<1 se tiene un estiramiento horizontal de y=f(x); es
decir, toda coordenada en “x” de un punto de la grafica y=f(x) queda multiplicada

por “c”.

Ejemplo 79. A partir de la

gréafica f(x)=x3-2x,

Grafigue g(x)=(2x)3-2(2x) y
h(x)=(1/3x)3-2(1/3x)

Solucion: Obsérvese que la
coordenada en “x” de cada
punto de la gréafica f(x)=x3-2x
se dividié por 2 para obtener la
gréfica g(x)=(2x)3-2(2x); y que
la coordenada en “x” de cada
punto de la gréfica f(x)=x3-2x
se multiplicé por 3 para
obtener la grafica h(x)=(1/3x)3-

2(1/3x)

g(x)=(2x)*3-2(2x) |

i

)
I
=)
=3
-
=)
b
o
wul

h(x)=(1/3x)"3-2(1/3x)

2.16.1. LAS CURVAS SENO COSENO DESPLAZADAS

Las curvas senoy cosenoy = asen (bx+c) +d

y y=acos(bx+c)+d (b=+0)

2T
|b

Tienen: Estiramiento y acortamiento vertical; o amplitud |a|, periodo I ; desplazamiento

defasebx+c=0 =>x = %C; y desplazamiento vertical “d”

c Zn—c]

Un intervalo adecuado para graficar un periodo completo si b>0 es —
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zjemplo 1. Determine la 3
amplitud, periodo y
desplazamiento de la 2
fase de

f(t) = =3 sen G t+ n/4) Y fe) = sen(a)]

grafique un periodo NFETZ0) o

-2 -1

completo.
14
Solucién:
Amplitud: |a| = |-3| =3 )
21 21
Periodo: b1z 47 N

desplazamiento de fase: —t+— O0=>t= =—3

periodo completo:

7T

T, _[7‘[77‘[]
2" 1721 L 2’2

2

47

105



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Zjemplo 2. Determine la amplitud, periodo y
desplazamiento de la fase de

f(t) = 4sen(2t — m) y grafique un periodo
completo.

Solucioén:
Amplitud: |a| 4] = 4
Perlodo Im_Im - T

|b | 2

desplazamiento de fase: 2t —m =0
T
St=z
2

. c 2m—c
periodo completo: [— - ] =
T 27‘[ + n] [n 3
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Sjemplo 3. Determine
la amplitud, periodo y

desplazamiento de la
fase de

1
=0, 29, Betam @4%. o Hdm m

f = 3sen(%t—%) y

grafique un periodo Ty

completo.

Solucién:

Amplitud: |a| = 13| =3

Periodo: 2% = 22 — 45
bl — 1/2

0 3 4 5 I 7 8 9 10 " 1 13 14 15 g
=(/Z.0) E=@3m2, ) | \K
= sen () |

Vs
2
1
2
T T
) ¢ 2m-c 7 2mty
periodo completo: —3 =T, —1 =
2

1
1
Iy
2m !
1
1
1
1

desplazamiento de fase: %t - % =0=>t=

b

5_71'
2
[n' 1/2

= [m, 5m]

Zjemplo 4. Determine la
amplitud, periodo y
desplazamiento de la fase
de

1 T 1
fQ) = —-cos (Zt _E) +>
y grafique un periodo

completo.

Solucién:

Amplitud: |a| = 1/2
. L2m _ 2m

Perlodo.m— =

L ]

4T

desplazamiento de fase: 2t-t/3=0=>t = /6
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Desplazamiento hacia
arriba de 1/2

)

s T
) c 2m—c -3 2n=(=3)
periodo completo: [— pL = _ 3

b 2 2
[/6,7m/6]
D=x€[n/6,7m/6]
R=ye[0,1]

0 05 1 1.9 2 25 3 3.5 4 4.5 9 5.5 6

=0:5
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2.17. EJERCICIOS PROPUESTOS

Dada la siguientes gréficas, indique el dominio y el rango; ¢ sera relacion?, o funcién, si es

funcién, que tipo.

(d)

-

SE L

N

Solucién: (a) D=x€E(-6, «); R=y€(-=, 6); Funcién “simple”
(b) D=x€E(-=, -5] U (-3, =); R=yE(-~,«); Funcién sobreyectiva
(c) D=xE(-,»);R=y€ (-, -1] U [1, 4]; Relacion
(d) D=x€(-»,-5) U [-3, -1) U (-1, =); R=y€E(-»,~); Funcién sobreyectiva

Encuentre el dominio de la funcion dada.

1.f(x)=6-4x,-2<x<3. R/[-23]

2
2.99= 5, & R/ {x/x#5/3}=(~0,5/3)U(5/3, )
3.h0=2x-5 g [2o

2
4. Fx)=1-X" o [11]
Encuentre el dominio de la funciéon dada.
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X+ 2

5./00= 2 4. N {X/x # +1} = (—o0, —1)U (=1, 1)U(1, =)

4/.,2
6.g(x) = X —6X R/ {X/x<0_o_bien_x>6=(~,0 |U[ 6, x)}

lX
7. B(x) = \nj " [0, 7) 8.1(t) = -1 R/ (—o0, )
9. f(x) =

x%-9

Ux2-4

Determine el dominio y trace la grafica de la funcion dada, y diga qué tipo de funcion
es.

k

flx)=2 15. f(x) = 3 = 2x 1. -
1u f09=xE+2x=1 | 1890 =X 22, gG{():t)} X + X
11. h(x) = 44—;42 17. f(X)= X/ |x
12. H(x) = |2 . 23.(x) =[x, six<0
18.7%) ?:,I:;féz {)(+1 siXx=0

13. f{x) +1 5|x¢1

x=1 | 19-f(X) -12-2 5|x=::11 1, six<-1
X%, sIx> 24.f(x)=43x + 2, si [x| < 1

-1, 8ix<-1 5 7-2%,six=1
14. f(x) =%, si—1=x <=1 )=-x
1,8ix>1
Respuestas:
y=2
11 4 10, y=x"2+2 .
11, y=(4-x*2)A(112)
1 ‘ 0 1
9. fix)=2
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fix)=ahs(2x)
1
4
o
5 5 4 2 1 o 1 2
12. y=i2xi “ Ejemplo 14
) 0= Silx < -1,-1, Sif > 1,1, Sl = -1,
1 e =
1
) .
3 2 B o 1 2 3 4 Ejemplo 13
3
14
1]
4 -3 2 o 1 2 3
15 y=3_2x 7. y=xlixi
fix) = x/ abs(x)
o
0 1
1] 16. y=x"4
4 2 0 4
2
4
g e
3 2 ] o 1
0 Ejemplo 19 ) H T
2 S ] 1 2 3
4]
) Ejemplo 18 20. y=-x"2
Y=
2
& 22 y=Ixi+x
1_
1 1) = abs() +
0
21. y=(-x)*(112) Ta T2 o i i Ta Ejemplo 23
1)
0 0 B "a
2 -1 0
-1
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Ejemplo 24.

109 = Sil = -1,-1, Si[Abs() < 1,3 + 2, il = 1, 7- 2]

En cada uno de los ejercicios siguientes obtenga una formula para la funcion descrita

y determine su dominio.

25. Un rectangulo tiene 20 m de perimetro. Exprese el area del rectangulo en funcién de la
longitud de uno de sus lados. R/ A (L)=10L —L2.; 0<L<10

26. Exprese el area de un triAngulo equilatero en funcion de la longitud de uno de los lados.

RIAX)=~/3x*14, x>0

27. Una caja rectangular abierta con volumen de 2 m® tiene base cuadrada. Exprese el area
de la superficie de la caja en funcion de la longitud de uno de los lados de la base. R/ S (x)

= X2+(8/x). x>0

28. Con una hoja rectangular de carton cuyas dimensiones son 12 pulg por 20 pulg, se van
a construir una caja abierta recortando cuadrados iguales de lado x en cada una de las
esquinas y luego doblando los bordes hacia arriba, como se ilustra en la figura. Exprese el
volumen V de la caja en funcién de x.

R/'V (X) = 4X3—-64x2+240x. 0<x<6

1

T
lﬁx xx
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29. Halle el dominio, grafique y halle el rango; ¢tipo de funcion?:

) - (V/x2 — 36, six<—-6Ux>6
AJ25—-x°, 5 —S5<xx4
'“_ * V9 —x2, si —2<x<3
x+10, 5 x<-5 4 si 3<x<6
a f(x)=A 6, 5i 1<x<b b. g(x) =1 5: si x=3
2 s x=6 1 ) )
X 10 5 x»6 Ex —4, Si —4<x<-2
\ x+4, sSi —65x<-—-4
c. h(x)=|x+5|

d. k(x)=[x-3+5

e. m(x)=

X_
|2 ]41+3x+2; si —5<x<-2u2<x<5
X

https://www.youtube.com/watch?time continue=2&v=ya9n5FzJhlU

https://www.youtube.com/watch?v=TztS2y2GU5c

https://www.youtube.com/watch?v= D1pVYLLgFO
https://www.youtube.com/watch?v=AU1GVkYD78w

30. Una empresa compré maquinaria nueva por $50.000.000, se deprecia linealmente cada
afio un 10% de su costo original.
a) Expresar el valor de la maquinaria en funcion de su antigiiedad
b) Calcular el valor de la maqguinaria después de 4 afios
¢) Bosqueje la grafica del costo de la maquinaria en funcion del tiempo.

d) Cuando la maquinaria se deprecia totalmente.

31. El costo de fabricar 10 bolsas de carton al dia es de $2400, mientras que fabricar 15
bolsas del mismo tipo al dia cuesta $3000. Suponiendo que se trata de un modelo de costo

lineal
a) Expresar el costo de fabricar x bolsas de cartén diariamente, en funcion del nimero

de bolsas.
b) Halle el costo de fabricar 82 bolsas de cartén al dia.

32. La temperatura medida en grados Farenheit (°F) tiene un cambio constante en relacion
con la temperatura medida en grados Celsius (°C). Si se sabe que 0°C son equivalentes a
32 °F y 100 °C son equivalentes a 212 °F

a) Hallar un modelo matemético que describa la relacion entre °Fy °C.
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b) Convertir -15 °C a °F
c¢) Convertir 68 °F a °C

33. Un tanque contiene 50 litros de agua. A las 8:00 a.m. se abre una llave para llenarlo de
tal forma que ala 1:00 p.m. hay en el tanque 1.250 litros de agua. Si se considera que la
cantidad de agua que entra al tanque es constante y que la capacidad del tanque es de
2.000 litros,

a) ¢Cuantos litros de agua entran al tanque cada hora?
b) Hallar el modelo matematico que represente la situacion
A partir del modelo matematico del numeral b., responder lo siguiente:
) ¢A qué horas hay en el tanque 1.875 litros de agua?
d) ¢ Cuanta agua habréa en el tanque a las 11:30 a.m.?

e) ¢ Cuando quedara lleno el tanque?

34. Entre 1980 y 2008, un coleccionista de libros raros compra libros para su coleccién a una
tasa constante por afio si en 1980 tenia 420 libros en 2000 tenia 1220 libros. Determinar

a) Una funcién que relacione el nimero de libros por afio.

b) Calcule la cantidad de libros que tenia el coleccionista en 1993

¢) En qué afo tiene el coleccionista 1380 libros

35. Un tractor cuesta $120.000 y cada afio se devalia 8% de su precio original.
a) Encuentre una formula para el valor V de la maquina después de t afios.
b) Determine el valor del tractor a los 5 afios de realizada la compra.

¢) ¢ Cuando se devalla totalmente?

36. Una empresa de alquiler de lavadoras cobra $2.500 por llevar y recoger la maquina,
mas $1.300 por hora.

a) Escriba la férmula del costo total de la renta para t horas.

b) Si usted dispone de $7.000, por cuanto tiempo puede arrendar la lavadora.

¢) ¢ Cuénto dinero pago por 5 horas?

37. La produccion de café en el municipio de Andes crecié linealmente durante los afios

1980 a 1991. En el afio 1982 fue de 200.000 cargas y en 1987 de 370.000.

a) Escriba una ecuacion que represente la produccién de café durante el periodo en
mencion.

b) Indique cudl fue la produccién en los afios 1980y 1991.
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38. El ingeniero de una planta de fabricacion de sillas encontr6é que a la planta le cuesta 22
millones de pesos fabricar 110 sillas en un dia y 48 millones de pesos fabricar 300 sillas
diariamente. Exprese el costo de produccion C como funcién del namero x de sillas
producidas (Suponga que la relacién es lineal). Indique la pendiente de la funcion y explique
gué significa. Cual es el intercepto con el eje vertical y qué significado tiene en el contexto
dado.

https://www.youtube.com/watch?v=wk2L QZOThw

https://www.youtube.com/watch?v=ZiElzVbANBo

39. La tasa de inflacién, anual, en México durante el periodo comprendido entre 2001 a 2009,
esta dada por la funcion: I1(t) = 3t? — 14t + 19

Donde, t representa el nimero de afios desde 2001.

a) ¢ En qué afio la tasa de inflacién sera minima?

b) ¢ Cual es la tasa minima de inflacion?

c) ¢,Cual es la tasa de inflacion en 20057

d) ¢ Cuando la tasa de inflacion sera de 10?

40. Un delfin toma impulso y salta por encima de la superficie del mar siguiendo la ecuacién
y= —t? + 6t + 12, donde y es la altura que alcanza cuando salta medida desde el nivel
del mar (en metros) y t el tiempo empleado en segundos.

a) ¢Cuanto tiempo tarda el delfin en alcanzar la atura maxima, sobre el nivel del mar?

b) ¢Cual es la altura maxima que alcanza el delfin sobre el nivel del mar?

¢) ¢ Cuénto tiempo permanece el delfin en el aire?

41. Un objeto es lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 20 metros
por segundo. La distancia s, en metros, del objeto al suelo después de t segundos, esta

dada por la ecuacion s(t) = —4.9t> + 20t ¢Cudl es la altura maximay cuando la alcanza?

42. Durante el festival de cine de Cartagena la asistencia, en un dia cualquiera, a las
funciones, en cierto teatro, estuvo representada por el modelo A(t) = —2t2+ 16t + 50 ,
donde A(t) representa el niUmero de personas asistentes al teatro y t el tiempo trascurrido
(en horas), a partir de las 11:00 a.m., hora en que abrié el teatro. De acuerdo a esta
informacién, determinar

¢,Cuantas personas habia en el teatro a las 11:00 a.m?

¢, Cudl fue la asistencia maxima al teatro en ese dia?
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¢A qué hora se presento la maxima asistencia?

https://www.youtube.com/watch?v=DhZ-hfpkkpo

43. La efectividad de un comercial de televisibn depende de cuéntas veces lo vea un
televidente. Después de algunos experimentos una agencia de publicidad encuentra que si

. . . 2 1
la efectividad E se mide en una escala de uno a diez, entonces, E(n) = T o n? , donde

n es el numero de veces que un televidente ve un determinado comercial. a) Para que un
comercial tenga efectividad maxima, ¢ cuantas veces lo debe ver un televidente? R/30 veces.
b) ¢después de cuantas veces de ver el comercial, no tiene nada de efectividad para el
televidente? R/60 veces. c) ¢ Cuantas veces tiene que ver el televidente el comercial para
gue la efectividad sea de 5?

44. Juan tiene una venta de obleas en el Parque de Bolivar, realizando un estudio sobre el

comportamiento de sus ganancias con la cantidad de obleas vendidas, se dio cuenta que
2
sus ganancias seguian el siguiente modelo: G(x) = —% + 60x — 600

Donde x representa el nimero de obleas vendidas y G(x) las ganancias, de acuerdo con
la informacion indique:

a) ¢Cual es la ganancia maxima que Juan puede obtener?

b) ¢Cuantas obleas debe vender para tener la ganancia maxima?

c) ¢Cuantas obleas debe vender para librar la inversion y no tener pérdidas?

45, Simén vende confites en la universidad, realizando un estudio sobre el comportamiento

de sus ganancias, se dio cuenta gue sus ganancias seguian el siguiente modelo:
x2
G(x) = -5t 16x — 60
Donde x representa la cantidad de confites vendidosy G(x) las ganancias, de acuerdo con
la informacién indique:
a) ¢Cual es la ganancia maxima que Simén puede obtener?

b) ¢Cuantas confites debe vender para tener la ganancia maxima?

c) ¢Cuantos confites debe vender para librar la inversién y no tener pérdidas?

46. Un modelo para determinar el nUmero N(t) de personas del ITM que han escuchado
cierto rumor t dias después es N(t) =5 (1 +e™) , sia los 3 dias el rumor lo conocen 150
personas, determinar

a) ¢Cuantas personas han escuchado el rumor 10 dias después?

b) ¢Cual es el tiempo necesario para que el rumor lo conozcan 15000 personas?
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c) ¢Cuéantas personas comenzaron el rumor?
d) Siel I.T.M. tiene 27000 estudiantes, ¢ Cuando conocieron todos el rumor?

https://www.youtube.com/watch?v=paRLzM87f9c

47. Un lago contiene cierta especie de pez. La poblacion de peces t afios después de

. . 10 ~ ~
colocarlos en el lago se modela mediante la funcion P(t) = - 3 afios después se

1-4ekt

contaron 20 peces, determinar

a) ¢ Cuantos peces hay en lago 8 afios después?

b) ¢ Cuantos peces hay en lago 7 afios después?

c) ¢,Cuantos peces hay en lago 6 afios después?

d) ¢ Cuando se estabiliza el numero de peces en lago?, y ¢ cuanto es ese nimero

de peces?

48. El numero N de bacterias en un cultivo crece de tal forma que matematicamente su modelo
es: N(t) = 100 + e?' .Determine el niUmero de bacterias depositadas inicialmente, justo antes
de que comenzaran a reproducirse. ¢Cudntas horas deberan transcurrir para que el nimero

de bacterias sea de 15007?

49. Se puede demostrar que la velocidad V de descenso de un paracaidista en un tiempo t
después del lanzamiento se puede calcular como: V(t) =80 (1 — e~ %2t) Donde t esta

dada en segundos y la velocidad en pies/seg.

a) ¢A los 10 segundos del lanzamiento qué velocidad lleva el
paracaidista?
b) ¢En qué momento tiene una velocidad aproximada de 26.37

pies/seg?

50. Con los datos del censo de Colombia del siglo XX, la poblacion

de Bogota puede modelarse mediante

19.875
" 1+57.993 0-03500%

P()

Donde P es la poblacion en millones y t es el nUmero de afos desde 1800. Con base es este
modelo:

a) ¢ Cual seréd la paoblacion en 2010?
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b) ¢En qué afio la poblacion serd de 15 millones?

51. A medida que un obrero adquiere mas experiencia en su trabajo, la produccién diaria
aumenta hasta alcanzar una maxima. Supdngase que el n-ésimo dia de trabajo, el nimero
f(n) de articulos producidos se calcula mediante el modelo f(n) = 3 + 20 (1 — e~ %1%)

a) ¢ Cudl es el numero de articulos producidos el dia quinto?

b) ¢ A los cuantos dias produce el obrero 22 articulos?

52. En un laboratorio de Biotecnologia se tiene un cultivo de bacterias en un fermentador
durante 4 horas. La poblacion de bacterias crece rapidamente con el paso del tiempo.
La funcién que relaciona la cantidad de bacterias y el tiempo t transcurrido en horas C(t)
=25¢t
a) Determine en cuanto se incrementa la poblacion en 3 horas
b) ¢ Cuando habra una poblacién de 1000 bacterias?

53. Utilizar la gréfica de y = Inx dada a continuacion, para realizar la graficade y =5 +
In(x + 10) Mediante transformaciones de funciones, en el mismo plano.

y

10

T

-25 -20 -15 -10 -5 ( 5 10 15 20 25

-10

54. Utilizar la gréfica de y = Inx dada a continuacion, para realizar la grafica de y =
—Inx + 1, mediante transformaciones de funciones, en el mismo plano.
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84

55. Utilizar la grafica de V' = \K y las transformaciones de funciones para realizar el
graficode V=Vx+3 -1
il
v

9_ o

1FH

._.
-
a4
Ju]

LI
fe o
S

56. Utilizar la grafica de y = +/x dada a continuacion, para realizar la grafica de y =

V3 — x + 2, mediante transformaciones de funciones, en el mismo plano.
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57. Explique los tipos de transformaciones que deben realizarse a partir de la funcién
y = x? para obtener la funcion y = 5 — (x + 3)%. Bosqueje esta Ultima.
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58.
IV. Utilizar la grafica de y = e * dada a continuacidn, para realizar la graficadey = e~
transformaciones de funciones, en el mismo plano.

*=2 _ 3 mediante

o
4
v
o
]

59.

IV. Utilizar la grafica de y = e dada a continuacidn, para realizar la graficade y = e*~2 — 1 mediante
transformaciones de funciones, en el mismo plano.

e
]
v i
.
]
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60. Utilizar la gréfica de y = e* dada a continuacion, para realizar la grafica de y =
5—e**> mediante transformaciones de funciones, en el mismo plano.

1y

10

-25 -20 -15 -10 5 5 10 15 20

61. Utilizar la grafica de y = |x| dada a continuacion, para realizar la grafica de y =
|x — 3| + 2, mediante transformaciones de funciones, en el mismo plano.

-
L
)

y=|xl

(=1

-

L7

[

.

-

[BE I8

[

=]

(s

=
1l

62. Utilizar la grafica de y = 1/x dada a continuacion, para realizar la grafica de y = ﬁ +
3 mediante transformaciones de funciones, en el mismo plano.
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141

12+

10+

63. Dadas las siguientes funciones, halle fog(x), gof(x), fof(x), gog(x);y simplifique

a. f=2 gl =22

+2 x+3

b. f)=vx y g(x)=k+1?-4

(¢

O =@+ y gl =gz+2

o

fO=VIi—z y gl ==+2

X

®

f=V2+x vy g(x)zx—13+4

f9=2 y g(9=—"

o

9. fM =5 900 =7

x+3 X

64. Evalle la funcion en los valores indicados:
a

Evaluar: £(0), (5), f(~3), f(2) en:

Si x <0

-2
v (x
fG) = x—5 six=0

b. c.
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x>+ 2x six= -1 3x Hx<0
f(x) =4§x si-l1<x=1 f(x) ={x + 1 si0=x<2
> | six> 1 (x—2)* six>2

f(—4), f(—3), f(=1), £(0), £(25) f(=5). £(0), £(1). £(2). £(5)

65. Se da la gréfica de la funcién h(x)
a) Determine h(—2), h(0), h(2) y h(3).

b) Halle el dominio y el rango de h.

Y4

o

B3| NIA | 3

66. Se dan las graficas de las funciones f(x) y h(x)

a) (Cudl es m4s grande, f(0)o 9(0);? —
b) ;Cudl es m4s grande, f(-3) o g(-3)?
¢) (Para qué valores de x es f(x) = g(x)?

7
{
4
y- g
& f 2 X 74
X 2 i/’\
- - - ” 2 “
- \ -
2 ) 2 \ X
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CAPITULO III. LIMITES Y CONTINUIDAD.

OBJETIVOS

» .Dada la gréfica de una funcién , determinar si la funcion es continua o no.

» Dada una funcion cualquiera f(x), los estudiantes escribiran las condiciones que deben
verificarse para que una recta x=a sea una asintota vertical de la grafica de la funcién
dada.

» Con base en la definicion de continuidad en un intervalo dado, los alumnos determinaran
en qué intervalos son continuas las funciones dadas.

» Incorporar al lenguaje y modos de argumentacion habituales la continuidad o
discontiniuidad de ciertos fenédmenos que se presentan en la vida cotidiana.

» Obtener informacion de ciertas graficas continuas o discontinuas e interpretar ciertos
fendbmenos y sus limitaciones o restricciones en ciertos puntos o intervalos.

> El estudiante interpretard mejor en el lenguaje cotidiano el significado de limite o
tolerancia de ciertas situaciones sociales, que le ayudaran a su crecimiento personal.

» El estudiante interpretara la continuidad o discontinuidad de alguna situacion problemica
0 social y podra actuar por su formacién académica y humanistica en la solucién de
dicho problema.

DIAGNOSTICO

0 5 0

Calcular: (a) a (b) ~/— 4 (c) 0 (d) 0

5 5
5
e (f) 1000 (9) =32
©) 100001 10000
+ +
VX e R VX eR 0
h + [ - ' —
NS O M) ¢
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3.1. CONCEPTO INTUITIVO DE LIMITE
Examinemos lo que sucede con la funcién f(x) = 2x + 3 cuando X tiende a 1 (X->1).

Permitiremos que X tome la sucesién de valores 0.8, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, que sin duda
se acercan cada vez mas a 1. Los valores correspondientes de f(x) estan dados por la tabla:

X 0.8 0.9 0.99 0.999 0.9999

Y 4.6 4.8 4.98 4.998 4.9998

A partir de esta tabla es claro que a medida que X se acerca a 1, f(x) esta cada vez mas
cerca de 5. Escribimos entonces f(x) tiende a 5 (f(x)>5) cuando X tiende a 1 (X->1).

Los valores de X considerados en la tabla anterior son menores que 1. En tal caso, decimos
gue X se aproxima a 1 por la izquierda. Podemos considerar también el caso alternativo en
gue X se aproxima a 1 por la derecha; es decir, X toma una sucesion de valores que estan
cada vez mas cerca de 1 pero siempre son mayores que 1. Por ejemplo, podriamos permitir
gue X tomara la sucesion de valores 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001. Los valores

correspondientes de f(x) estan dados en la tabla:

X 15 11 1.01 1.001 1.0001

Y 6 5.2 5.02 5.002 5.0002

Otra vez, es claro que f(x) esta cada vez mas cerca de 5 cuando X se aproxima a 1 por la
derecha. En consecuencia, cuando X se aproxima a 1 por la izquierda o por la derecha, f(x)
= 2X + 3 se acerca a 5. Decimos que el limite (o valor limite) de f(x) cuando X tiende a 1 es
igual a 5, esto se denota asi:
lim (2x+3)=5
X—>1

Damos ahora la definicion formal de limite.

Definicidn. Sea f(x) una funcién que esta definida en todos los valores de X cerca de C, con

la excepcion posible de C mismo. Se dice que L es el limite de f(x) cuando X tiende a C, si

la diferencia entre f(X) y L puede hacerse tan pequefia como se desee, con sélo restringir a
lim f (x) =L

X—C

X a estar lo suficientemente cerca de C. En simbolos, escribimos.

3.2. PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Para determinar limites no siempre hace falta calcular los valores de la funcién o esbozar

una gréfica. De manera alternativa hay varias propiedades de los limites que podemos

emplear; las siguientes pueden parecerle razonables.
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1. Sif(x) = C es una funcion constante, entonces
limf(x) _ limC _
X —a X —a
lim x™

= a"*, para cualquier entero positivo n
X —>a

Ejemplo 1.

; 2
@) 11m7_7 (b) 11m7 =7 C)hmx — 62 = 36,
=5 xX—6

@ It =2 =16

Algunas otras propiedades de los limites son:

si ImfCG)  1limg() eyiste, entonces:
x—a xX—=a

3. M 100 £ 9G] = "0 Tm g ()

lim [f(x).g(x)] _ hmf(x)_ lim g(x)

X —a X —a

5, lm [c.f(0)] = c. hmf(x) , donde C es cte.
X —a X =

si ImfCG)  1limg() eyiste, entonces:

X —a X —a
i
| ™t |
lim f(x) x—a . lim
‘X—>a (): lim Sy ag(x);tO
— X —>
) 904
X—>a
li li
7t =a )
X—a Ix—>a

Ejemplo 2.

lim

(b)g—>—1

© xllm

X —

@ -y

lim limx? , limx a2 .
(a) (x+)_x—>2+x—>2(P'3)_2 +2=6(P.2)

lim g3 lim g lim 1
g—--1 g-»-1 g--1

“m L+ D). m v _3) (P.4)

[G+ D.(x = 3)] = Jm

llmx_l_hml] llmx_11m3]=[2+1]'[2_3]=_3

2 x->2'lx->2 x->2
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. 3 . 3
(@) Nm3x°=3 Imx" pg) =3(2)=-24
x->-2 x- -2

lim )
: ) (2x +x—3)
lim 2x*+x-3 x—1 _2+1-3_0_,
Xx—>1 x®+4 lim ( 3 1+4 5

X +4)

XxX—>1

i
™ k1= 4 i1= 7

OVt g

Ejemplo 3. (a)

3.3. LIMITES LATERALES

La figura muestra la grafica de una funcion f. o y=F(x)
Observe que f(x) no esta definida cuando x=0
(es decir f(0) no existe). Cuando x tiende a cero por la 1
derecha, f(x) tiende a 1.
lim f(x)=1 o X

X—>0"

Escribimos como

-
[}
==

Por otra parte, cuando x tiende a cero por la izquierda, f(x)
lim f(x)=-1
X—>0"

tiende a —1 y escribimos

Los limites como éstos se llaman limites laterales o (unilaterales).

El limite existira si y so6lo si, ambos limites existen y son iguales. Por lo tanto concluimos

lim  f(x) noexiste
que

XxX—0

Como otro ejemplo de un limite lateral, considere a4

f (X) = </Xx—3 cuando x tiende a 3. Ya que f

esta definida cuando x>3; o sea, el dominio es 1
x>3. Podemos hablar del limite cuando x tiende a
8]

3 por la derecha, entonces x-3 es un nimero 0

positivo cercano a cero, y de este modo /X — 3

€S cercano a cero.
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_ lim AMx—=3=0 lim  J/x-3 _
Concluimos que N , pero no existe porque
X—3 X—3
lim X =3 1o existe.
X—>3

Ejemplo 4. Para la grafica analizar los limitesen x =0, x =1, x = 2, x = 3, x = 4; y f(0), f(),
f(2), 1(3), f(4)

y=1ix) Solucion:
o lim f(x)=1
: * B < Enx=0: . )
. x—0
l -
- y lim f(x) no existe;
- X—0"
1 1 .
L oL ® por lo tanto im0 1o
: i Xx—0
" . existe
3 1 x
T —
(La funcién no esté definida a la izquierda de x = 0).Pero f(0) = 1
% Enx=1: lim 1:(X):O; a pesar de que f(1) = 1.
X—>1
lim f(x)=1 '
(x) . Por lo tanto lim f() no existe. (Los limites por la derecha
X—>1" x—1

y por la izquierda son distintos).

lim f(x)=1 y lim f(x)=1

< Enx=2: ; por lo tanto
X—2° X—2"
lim  T(x)=1 Mas sin embargo f (2) = 2
X—2
lim f(x)=2 i =
%  Enx=3: - (9 y lim FO9 2; por lo tanto
X—3 X—3"
lim f(x)=2 , L
. Ademas, f (3) =2 también.
X—3
% Enx=4: lim F(x)=1 , apesarde que f(4) =0.5
X—>4"
lim f(x i
( ) No existe; Por lo tanto lim F(x) tampoco existe.
X—>4" X—4

(La funciéon no esta definida a la derecha de x = 4)
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lim  (2x* —3x+4)
Ejemplo 5. Encontrar
X—>5

lim (22 -3x+4)  lm (2x*) lim (3, lim 4

Solucién: —
olucién NN N (s s E
2 lim (x?*) 3 lim X) lim 4
= ( )— ( )+ =2*5°-3*54+4=39
X—>5 X—>5 X —>5
Ejemplo 6 Encontrar  lim x3+2x2—1 vy justificar cada paso.
X—>-2 5-=3x
Solucion:
lim (x3 + 2x2 - 1)
lim X3+ 2x2 -1 = x—»-2
X—-2 5-3x lim (5-23x)
X—>-2

lim x3+2limx2- lim1
= X—-2 X—=2 X—=-2 =(=2¥ +2(-22 -1 =-1/11
im5 - 3 lim x 5-3(-2)
X2>-2 X2-2

3.4. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Una funcién es continua cuando su grafica no sufre interrupcién en un punto “c”, que ni se

rompe, ni tiene saltos 0 huecos.

341 CONTINUIDAD EN UN v | Sif(c) estadefinida.(existe)
— v | Si lim f(x) Existe.
PUNTO. Una funcion f se dice que X-—3C
es continua en un punto “c’, si 7| Sif(e)= lim (x)
X—C
cumple:

3.4.2. CONTINUIDAD EN UN INTERVALO. Una funcién es continua en un intervalo (a,b),

si y solo si, la funcién es continua en todos los puntos dentro del intervalo.

3.5. FUNCIONES DISCONTINUAS

Una funcion es discontinua si el lim  f(x) no existe. Hay discontinuidades evitables y no
X—>C

evitables. Una discontinuidad se dice evitable si f puede hacerse continua redefiniendo la
funciébn en x = c.
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A. y= f(x) es continua en x= a, si:
1. fla)=L # £ = (existe)
2. lm f(xX)=L£x=
x—a
3.f(a)=limfix)=L

Resumiendo: x—a

B. Silimf(x)=limf(x)=L= %=
x—at x—a
= lim f(x) = L (existe)
x—a

C. Siy=f(x) es discontinua en x= a; pero
lim f (x) = L= (existe);
x—a
= y=f(x) es discontinua evitable en x= a

Tengamos en cuenta lo siguiente, lo cual es muy intuitivo:

\ (a) Continua en x=1

: (c) Discontinuidad noiremovible en x=1
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3.6. EJEMPLOS DE ANALISIS DE CONTINUIDAD EN FUNCIONES POR TRAMOS

Ejiemplo 6. Analizar continuidad en x=1,
dada la grafica.

Solucidn: Para que y=f(x) sea continua

en x=1 debe cumplir las siguientes
condiciones:
i. f(1)=2 (existe)

f de 1 significa que cuando la “x” toma

>

y” toma

E_E N N T N T N § ]

exactamente el valor de 1, la

exactamente el valor de 2.

o
-

b
[

.. lim f(x . .
ii. X _{(1 ) } limite cuando x tiende a1 de f(x)
Significa que la “X” toma valores supremamente cercanos a “1”, sin jamas tomar el valor

d_e n17!

lim f(X) _ 5- — 199999 _~2 )
x -1t

Limite cuando “x” tiende a 1 por la derecha .
de f(x). La “x” toma el valor de 1,000...1; y lim f(x) _lim f(x) —2

la “y” toma el valor de 1,99999..... x — 1+ x -1
r = U

lim £(X) _ 5+ — 2000..1 ~ 2 lim f (x)
x -1 x—-1

“«_n

Limite cuando “x” tiende a 1 por la izquierda
de f(x). La “x” toma el valor de 0,9999999....; y

“«_n

la “y” toma el valor de 2,0000....1

= 2 (existe)

y,

lim f(x

) =W = f(x)es continuaen x=1
x—1

iii. f(1) =

https://www.youtube.com/watch?v=0IGjuz6Wqg-E
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Ejemplo 7. Analizar continuidad en x=1,
dada la gréafica.

Solucidn: Para que y=f(x) sea continua
en x=1 debe cumplir las siguientes
condiciones:

i .f(1)=4 (existe)

f de 1 significa que cuando la “x” toma

exactamente el valor de 1, la “y” toma

exactamente el valor de 4.

i .ll;n_j:(lx) } limite cuando x tiende a 1 de f(x)
Significa que la “x” toma valores supremamente cercanos a “1”, sin jamas tomar el valor

d_e n17!

lim f(x _ )
f(+) =27 =199999 .. 2
x—>1
Limite cuando “x” tiende a 1 por la derecha .
de f(x). La “x” toma el valor de 1,000...1; y lim f(x) _lim f(x) — 92
la“y” toma el valor de 1,99999..... xr— 1t - x -1 -
P = U
lim f(x .
FO) _ o+ —2000..1~2 imf(x) _ ., .
x -1 1= 2 (existe)
v -
Limite cuando “xX” tiende a 1 por la izquierda X
de f(x). La “x” toma el valor de 0,9999999....; y
la “y” toma el valor de 2,0000....1
y,
iii. £(1) ;thmf(x) = f(x) es discontinua en x=1 removible porgue
4 ¢
2
lim f (x .
f( )BXlSte
x -1

https://www.youtube.com/watch?v=NUwuyzorKcM
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Ejemplo 8. Analizar continuidad en
Y=f(X)

x=-2, dada la gréafica.

Solucién: Para que y=f(x) sea
continua en x=-2 debe cumplir las
siguientes condiciones:

i. f(-2)=2 (existe)
f de -2 significa que cuando la “x” toma

exactamente el valor de -2, la “y” toma

exactamente el valor de 2.

.. lim f(x . ,
ii. X _)f( 2) } limite cuando x tiende a — 2 de f(x)
Significa que la “x” toma valores supremamente cercanos a “-2”, sin jamas tomar el valor

d_e “_277

lim f(x )
f( 1=3+ = 3,0000..1 =3
X — —2
Limite cuando “X” tiende a —2 por la derecha ? %
de f(x). La “x” toma el valor de —1,99999....; y
la “y” toma el valor de 3,0000...1 lim f(x) " lim f(x)
lim £ (x) [ =
1m X
2_=1+=1,000...1z1 4
ﬁ — -
& o tiend 70 lim f(x) _ (no existe)
Limite cuando “X" tiende a —2 por la izquierda x - —
de f(x). La “x” toma el valor de —2,0000....1; y
la “y” toma el valor de 1,0000....1
J
= f(x) es discontinua en x=-2 no removible porque
lim f(x .
f( )TlO existe
x> —

https://www.youtube.com/watch?v=-XHVXeBJIrA
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Eiemplo 9. Analizar continuidad L.
1
en 44 f(x) = ?

x=0, dada la gréfica.

Solucién: Para que y=f(x) sea
continua en x=0 debe cumplir
las siguientes condiciones:

i. f(0)=? (no existe)

f de “0” significa que cuando la “x”

toma exactamente el valor de “0”,

la “y” no toma ningun valor.

i lim f(x)

i ‘50 } limite cuando x tiende a"0" de f(x)

Significa que la “x” toma valores supremamente cercanos a “0”, sin jamas tomar el valor
d_e “077

lim f(x)
x— 07"
Limite cuando x" tiende a "0" por la derecha

de f(x). La"x" toma el valor de 0,000...1; y limf(x) lim f(x)
= = 400

la"y" esinfinito (infinito es una expresion,pero
- 0" x-0"
no es un valor real) X

= U

lim f(x i .
f( _) = 4 (no es un valor real) lim £(x) _ + o0 (no existe)
x—-0 x—-0
Limite cuando x" tiende a 0" por la izquierda
de f(x). La"x" toma el valor de —0,000...1; y

la"y" esinfinito

\
= 400 (no es un valor real)

y,

= f(x) es discontinua en x=0 no removible porque

lim f(x)

x—0

no existe

https://www.youtube.com/watch?v=zU1xh5tjN1c
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Ejemplo 10.
iﬂx=2 i. L
Ejemplo. Dada la grafica, analizar continuidad | rgoXE 6
enx=-5,-2,1,2,4,6 n 5 5
1 i i
i . i
I? 3 4 E‘S 7 10 1" 12
o a
R i
Solucion:
Analicemos continuidad en x=-5
i. f(-5) =-2 (existe)
ii. Imf(x)=-2
X —-5" lim f (x) = -2 (existe)
X—>-5
limf(x) =-2
X— -5
jii. f(-5) =Ilimf((x)=-2 = f(x)escontinuaenx=-5
X—-b5

Analicemos continuidad en x=-2
i. f(-2) = (no existe)

ii. limf(x)=3
X—>—2" lim f (x) = 3 (existe)
X—> -2
lIimf(x)=3
X——2"

Por lo tanto f(x) es discontinua en x=-2 removible
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Analicemos continuidad en x=1
i. f (1) =4 (existe)

i, limf(x)=4
Xx—>1 lim f (x) = (no existe)
Xx—1
lim f (x) = 2
X—>1

Por lo tanto f(x) es discontinua en x=1 no removible

Analicemos continuidad en x=2
i. T (2) = (no existe)

i, lim f (x) = -
X—2" lim f (x) = (no existe)
X—2

lim f (x) = +
X— 2"
Por lo tanto f(x) es discontinua en x=2 no removible

Analicemos continuidad en x=4
i. f(4) =1 (existe)

i. imf(x)=-2
X—>4" lim f (x) = -2 (existe)
X—>4
limf(x) =-2
X—>4"
iii. f(4) #1limf (x) = f(X) es discontinua en x=4 removible
X—4

Analicemos continuidad en x=6
i. f(6) = (no existe)

ii. limf(x)=-%
X—>6" lim f (x) = -*° (no existe)
X—6  (°° no es un nimero; es una expresion)
lim f (x) = -
X—>6"

Por lo tanto f(x) es discontinua en x=6 no removible

https://www.youtube.com/watch?v=BrrNm1XzDdE
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Eiemplo 10.1. En la gréfica que se

proporciona, analizar la continuidad
en x=- 4,

-2,-1,0,2,5ytipo de
discontinuidad; cual seria f (x)

Solucién:

Analicemos continuidad en x= -4

1.f(-4)=6

2. limf(x)=7
X —>-4- = lim f (x) no existe, entonces f(x) es
limf(x)=4 x— -4
xr—> -4 discontinua, no removible en x= -4.

Analicemos continuidad en x= -2:

1.1(-2)=0
2. limf(x)=0
X— -2
3. f(-2) =lim f (X) = 0 =f (x) es continua en x= -2
X ——2
Analicemos continuidad en x= -1:
1.f(-1)=7
2. limf(x)=1
x—>-1 = lim f(x) =1, existe, entonces f(x)
lim f(x)=1 x— -1
x—-17 f(x) es discontinua removible en x= -1

Analicemos continuidad en x= 0:

1. f (0) =? (no existe) =f (X) es discontinua en x=0
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2. Imf(x)=-=
x—> 0" =f(x) es discontinua en x=0, no
removible.
3 Iimf(x)===
x—0-

Analicemos continuidad en x= 2:
1.1(2) =2 = (existe)

2.Imf(x)=1 = (existe)
X—2
3.1(2) zlimf(xX) =f(x)es discontinua en x=2 removible.

l '/ X—2

2 #
Analicemos continuidad en X=5:
1.1(5)="? =No existe,= es discontinua en x= 5.

2. limf (x) = -3, =f (x) es discontinua en x=5 removible.
X—5

g (x), si x<-4
6. si  x=-4
h (x), si -4<x<-2
fx)= <& (%), si  -2<x<-1
j (), si -1<x<0
I (x), si x>0, x#2;5
2, si X=2

. 2
Ejemplo 11: Halle lim x
X =

. 2
Solucion: lim x =62 =136
x—6

x - 6"

xX—6"

2
limx” _ (6+)2 = (6,0000..1)? = 36,0000 ...1 ~ 36

2
limx™ _ 6-)2 = (5,9999....)2 = 35,999 ... ~ 36

https://www.youtube.com/watch?v=7mfqil9p CNO
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jemplo 12: Halle limV x 9

Ejemplo 12
x >3

Solucién:

. x2-9=,/(3%)2-9=v9"-9=+/0t =0t =0
lim VT —9=v32_9= V=0 x—>3_+ \/( )
X3 ipeligro! Lim Vaz-9=,/(3)2-9=/9"-9=10"=i

x — 37

Por lo tanto  limV x? =9
x—3

no existe

lim 3x
Eiemplo 13: Halle x — 2 x2—4

lim 3x _ 3«2 _ 6
x> 2x2-4  22-4 %0
Solucién: hyod
ipeligro!
lim 3x 3 %2 6 6
= = = = OO0
_, lim _3x } x> 2tx2—4 (2¥)2—4 4t —4 0+
X —2x%2—4) lim 3x 3 %2 6 6
= —00

XxX>2"x2—4 (2°)2—4 4 —4 0"

lim 3x )
= — no existe
X > 2x%—4
https://www.youtube.com/watch?v=zVVwRv3hHhg

Eiemplo 14. Dada y=f(x), analizar continuidad y graficar

X—3, Si X < -3
f(x)=<x*-4, si -3<x<3
5, Si X>3

Solucién: En ninguno de los tres tramos hay limitantes, sino condicionantes. Los dominios

de cada tramo son:
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Primer tramo: m‘gﬂmﬂwﬂg@?—f
-0 -3 3 20
Segundo tramo: < ULLILEILD >
-0 3 @0
Tercer tramo:

WHIIEIITIIIEITITITT IS

-
*

Sdélo podria haber discontinuidad cuando la funcién cambia de un tramo a otro.
Analicemos continuidad en x= -3:

1. f(-3)= (-3)>- 4 = 9 - 4=5. Es donde la x toma exactamente el valor de -3, o sea en el
segundo tramo.

lim  (x*-4)=(-3)°-4=5  lim (x-3)=—-3-3=-6
2. y
X— -3 X— -3
lim f(x) # lim f(x)= lim f(x) noexiste
X—-3" X—-3" X—> -3

=f(x) es discontinua en
= - 3 no evitable

Analicemos continuidad en x= 3:

1. f(3)= 5. Es donde la x toma exactamente el valor de 3, 0 sea en el tercer tramo.

im  5=5 y lim (x2—4)=32—4=5

2.
x—>3 X—>3
im  f(x) = lim f(x)=5 lim f(x)=5
B = Existe
X—3" X—3 X—3

=f(x) es continua en x= 3

o)
/]
)
]
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Ejemplo 15. Analizar continuidad y grafique
x2 +2x+3, six<0
2x+3, si0<x<3
2, six=3
—x? +2X+9, six>3

f(x)=

Solucién: En x =0:

1.£(0) = 2(0) +3 =3

lim (2x+3)=3
x—0" .
. lim f(x) =
lim (Z+2x+3)=3 .m0 =3
Xx—0"

3.f(0) = lim fxX)=3; =f(x)escontinuaenx=0
X—0

En x=3;
1.f(3) =2
lim (—x2+2x+1):—9+6+9: 6
2.x—>3" lim lim
“lim (2x+3)=6+3=9 = lim 00 = Tim e
X—3"
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=f(x) es discontinua en x = 3 y no evitable.

Ejiemplo 16.

-

12—3, si x<—1 Analizar continuidad, luego

4 si x=-1 grafique; si hay

Dada f(x) =+ 9x-4 5i —1<x< 3 discontinuidades

removibles, redefinir la

—+2, s: x>3 funcién para que sea
L x

continua en dichos puntos
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Solucion:
x°-3 s x<-1 - o -1
4, si x=-1 * ] »
(X)=4_2+_ - - >
f 2x : 4, si l<x=3 - T -
242, si x>3 -1 3
4 * (.."I.-'ll'l Y ."'.'"."'.F
3 o)

1. Analicemos continuidad en x= -1:

a.f(-1)=4
lim (-2x—-4)=-2
x——1* .

b. .. = |im .
lim (x? —3) = -2 e W72
x—-1"

c. f(-1)= Iimlf(x)

=f(X) es discontinua en x=-1 pero es una discontinuidad removible

2. Analicemos continuidad en x=3

a. f(3)=-2«3-4=-10

lim

b x—3*

Xx—3

= f(x) es discontinua en x=3 y es una discontinuidad no removible.

(3

—+2
X

=3
j = Ixin; f(x) no existe
lim (-2x—-4)=-10

Grafiguemos ésta funcion por tramos:

X

-1

Y

-2 - -

2 3 |1 _1\ 3 /3\ 6
-2 3

1| 6| 4 \) -10 U 2.5

r' 3
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I
4

[sx]

o

@3, -10)

x?-3, si x<-1

Redefinamos la funcion:  f(x)=<-2x-4, si —-1<x<3
§+2, Si X>3
X

https://lwww.youtube.com/watch?v=1Y2r4k X6 E6k

Ejemplo 17. Analizar continuidad y /X2 +5, i

X<2
redefinir f(x) en donde sea la . 5 si x=2
X) = '
discontinuidad removible. Graficar: ) X+1 si 2<x<5
2, si x>5

Solucion: :f +5>0.
=0 +5 >0 (Siempre sera una cantidad positiva, por lo tanto no hay

limitantes, la x podria tomar cualquier valor, pero el condicionante dice x<2)

Analicemos continuidad en x = 2:
1. f(2)=5

2. limx+)=3 Y |im/x*+5=3 =1im f(x)=3

x—2" X—2"

312 #limf ()

X—2

X—2

— f (x) Es discontinuidad en x = 2 pero evitable.

Analicemos continuidad en x = 5:
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a f(5)=5+1=6
b. lim (=2 VY lim (x+1)=6= |im f(x) no existe
X—5" X—5~ X—5

— f (X) es discontinua en X = 5 y no evitable.

X244, si x<2

Redefinamos f(x) para que sea continuaen x=2; f(x)=9 x+1, si 2<x<5

2, Si X>5

Eiemplo 18. Analizar continuidad y

redefinir f(x) en donde sea la

—-2X—6, sl Xx<-2
x3+1, si —-2<x<2

f(x)= :
discontinuidad removible. Graficar: 9 si x>2
4, si x=2
-0 -2
Ve LELLLLLELD) >
—-2x-6, si x<-2 -2 2
Solucion: f( ) x3 41, si —2<x<2 - ) v
. X)= p
9 s x>2 ————
4, 51 x=12 2
& | & L

Analicemos continuidad en x = -2
a. f(-2)=(-2°+1=-7
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b. lim C+D)=-7 y |lim (-2x=6)=-2 = |im f(x) no existe

x——27" Xx—-2" X—>—2
— f(x) esdiscontinua en x = -2 y no removible.

Analicemos continuidad en x = 2:

a f2)=4
b, lim =9 y lim (3+1)=9 = lim (=9
x—2*t X—2~ X—2

€ 1@=Ilim f(x)

X—2

- f (X) es discontinua en x = 2, pero evitable.

Redefinamos f(x) para que sea continua —2X—6, si X < —2
enx=2. f(x)=< x*+1, si -2<x<2
9, si X>2
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Ejemplo 19. Determinar los valores de las X+2¢, Si X < —2

constantes “C” y “K” que hacen que la funcion f (X) —J3cx+ k. si —2<x<1

3x—2k, si 1< X

sea continua en (-o,+0) y trace la grafica de

la funcién resultante.

Solucién: Hallemos el dominio de cada tramo:

x+2c, si x<-2 o VHHHE -
f(X)=93cx+Kk, S —2<X<1 -0 «—{HHHHHIHI——"» +
3x—2Kk, si 1< X _oo<;l(ﬁﬁﬁﬁﬁmﬁﬁﬁﬁﬁﬁf +oo

1

Como la funcién es continua en (-o0,+); es decir, en todos los reales; obviamente también

sera continua en los valores de “x” donde cambia de un tramo el otro; es continua en los
puntos donde x=-2, y x=1

Como f (x) es continua en x= -2
lim _ lim

Z o=,
lim _ lim

= . _2+(3cx + k) = ‘o _2—(X + 20)

=>—6c+k=-2+4+2c =>k—-8c=-2(1)

Como f (x) es continua en x=1
lim _ lim
= xl—> 1+f(x) T xo 1_f(x)
im _ _ lim
:>x . 1+(3x 2k) = N 1_(3cx + k)
=3—-2k=3c+k =-3k—3c=-3
+3->—-k—-c=-1(2)

1)+ (2) > —9¢ = =3 =c=1/3 en (1) - k-8/3=-2 = k= 2/3
(1)
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x+g,si X<—2
3
= f(x)= x+§,si —-2<x<1

3x—isix>1
3

x+3,six§1
3

= f(x): 3x—%, si x>1 /

X |-4 1 /1 \]2
y 31 12 12)42
3|3 3/l "3
2 4
X+— 3X——
3 3

https://lwww.youtube.com/watch?v=YRD-5inD-7Y
https://www.youtube.com/watch?v=2AWc4UHkd2U&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=7eiQ285x-Yk&feature=emb_logo
https://lwww.youtube.com/watch?time_continue=3&v=5xySQOtFW4U&feature=emb_|
0go

Ejemplo 20. Determinar los valores de las X, Sj x <1

constantes *C" y K" que hacen que la ¢y _Jox ik, si 1<x<4

funcidn sea continua en (- oo, +o0) y trace la .
( )y —2X, Si 4<X

gréfica de la funcién resultante.

Solucién: f (x) es continuaen x =1; =

1.f(@1)=1
lim (cx+k)=c+k
+
2. Xﬁ)n% «=1 ctk=1 (1)
Xx—1"
3. @) = lim fx) =1
x—1

f (x) = es continua en x=4;=

1. f(4)=-24=-8

I|m+ (-2x)=-8 Ac+k=-8

2. X4
lim (cx+k)=4c+k —4c-k=8 (2)
X—4
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3. f(@=lim

X—4
(1) +(2) ?-3c=9=>c=-3en (1) d-3+k=1 k=4
X, Si x<1

f(x)=<-3x+4, si l<x<4
—-2X, si  4<X

https://www.youtube.com/watch?v=17ylqn__qUc&feature=emb_logo

3.7. EJEMPLOS DE LIMITES DE LA FORMA lim flx) = g
X—>a€ER 0

Cuando se tiene una funcién y=f(x)

: lim _0o_, ]
ysepide T o f(x)=g=7 y
lo cual resulta ser a _
indeterminacion; y se logra vencgr la y=f(x) P(a, b)

multiplicando por la conj
lim
resulta ‘o ae Rf(x)

<
Q
D
o
3
D
=
o
o]
3
1)
>
—
(]
-
D
(%2}
=
—
@
e]
[
>
—
o
m Q========

f(a) no existe
ya que lim
xX—>acERrR
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lim x? -1
Ejemplo 21. Encontrar
X—>1x-1
oo lim x*-1 1°-1 1-1 0 _ .
Solucion: = = = — =7 (indeterminado)

X>1x-1 1-1 1-1 0

Hay que tratar de vencer la indeterminacion =T

Se factoriza el numerador como una diferencia de cuadrados y luego se simplifica

lim x2=1 = lim (x=1)x+1) =lim (x+1) Se logré vencer la

x> 1 X —1 x> 1 X — 1 x> 1 indeterminacion
factorizando
x* -1
y=s= x—1 =t Y Po(1.2) « Punto de
=1+1=2 = iscontinuidad

Jt+9-3

Ejemplo 22. Encontrar lim t
t—0
Solucign: lim Vt+9-3_+9-3_3-3_0 (NDETERMINADO)
olucion: " 0 0 0
t—0

En este caso, los pasos algebraicos preliminares consisten en multiplicar por la conjugada

del numerador como sigue:

2 —
im Vi3 L Vt+9-3 gz i W9/ -3 t+9-9 _
t = t *izo43 t(Vt+9+3 t{Vt+9+3)
t—>0 t—0 tIF t—>0 t—>0
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t lim L 1

1 1

lim x f+9+3 /0+9+3 6
tm—l—?) £ 50 Jt+9+3 0+9+3 3+3 6

t—0
Pp(0, 1/6) <«
. lim x| .
Ejiemplo 23. Demuestra que — no existe
x—->0 x

+x .
—=1, >0 -
Solucién: f(x) = % = { X Stx } = llm

Se logré vencer la
indeterminacion
Multiplicando por la
conjugada

%x=—1,six<0 x_)OTnoexiste
x#0 / Ya que lim 1=1 Lim (-1 =-1
x -0 x— 0~
e -
05
-2 -1.5 -1 -05 0 05 1 1.5 2
-05
—} u,‘)
. . 2-X
Eiemplo 24. Hallar |im o
x—2 X" -4
_ . 2=X 2-2 0
Solucién: |im 5 = =_=7
X—2 X -4 4—4 0
o 2-x . —(x=2) -1
= lim-—5——=lim = ="
i g M e 2kxe2) 202 4
1-x

Ejemplo 25. Hallar ||m——
x—1/5 - x2 —2

Solucién: [im l=x _ 1-1 _0_
el 5 x2 _p 5-1-270
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1-x (- X)(\/S— X2 + 2)
= lim—————=1Ilim

x—>11/5—x? -2 x»l(ﬂ—zj(ﬂu)
@- x(ﬂ + 2) (- x)(ﬂ+ 2)

@- x(ﬂ + 2)

= lim =1lim = lim

x—1 5-x2 4 x—1 1—x? o1 (@=x)1+x)
2
i (Xs_x +2)_\/5—12+2_2+2_2
Xl_njl @+x) 1+1 2
lim  [1+x
Ejemplo 26. Hallar
X—>0 X
o im \/m 1+0 1
Solucion: = | ==7
Xx—>0\ x o 0
\
lim - 1+x [1+0 1 lim ~/1+x _
- = =— =+ = =no existe
X =0 X ot o - Xx—>0 X
lim  1+x l+0_i__OO
Xx—=>0 X 0" 0 /
lim x—1

Ejemplo 27. Hallar e
X—>1 A\ X2 -1

Solucién:

x=1 lim (x-1* _
X —>1" sz_l B X—)1+\ (x=D(x+1) _\

+ +
1 —1:Jo:0
141 12

. lim
Ejemplo 28. Hallar (x+3)t84
X

Solucién: (-4+3)1984 = (-1) 1984 =1

lim X+5 5+5 _10:

= = =7
X_>5X2_25’ 25-25 0

Ejemplo 29. Hallar

153



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

lim x5 1 1 ,

Solucién: = =L
X—=>5 (x48)(x-5) 5-5 0
lim 1 1 1 )
= = —=+400
x—>5"x-5 5t_5 gt
_ T
lim ~ 1 _ 1 :i:_oo :)IIm f(x) no existe
X—>5 x-5 5 _5 0" X—>3

J

https://lwww.youtube.com/watch?v=h6zf2MDiQ5U&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=sJeMMDjV9vsé&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?time_continue=4&v=mWIQbtZsQ_8&feature=emb_|
0go

3.8. EJEMPLOS DE LIMITES DE LA FORMA .

m
x_)_l_oof(x):aeR

Cuando se tiene una funcién

y=f(x) y se pide =--mmmmeeeees T 1
lim L
x ot @) =a€ER y '

el resultado da un numero

real “a”; y=a seria una 25 2

asintota horizontal para la

curva y=f(x).

Si lim f(x)=a€R g y=047

X = +0oo
lim y 3__-7 -6 5 4 3 =10 1 2 3 4 5 6 7 8
x_)_oof(x)zbER ; h:y=—0.47‘q2 ! i
habrian  dos  asintotas  j( - 201 2

Jx—5

lim f(z) =-0.47"

r——00

horizontales para y=f(x)

-4

x> -1
x? +1

Investiguemos el comportamiento de la funcién f definida por: f(X) =

Cuando x adquiere valores muy grandes. La tabla adjunta proporciona los valores de esta
funcidén con una exactitud de seis cifras decimales y en la figura se trazo la grafica de f.
Cuando el valor de x crece arbitrariamente se puede ver que los valores de f(x) se acercan

més y mas a 1. En efecto, podemos ver que se puede hacer que los valores de f(x) se
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acerquen tanto como se quiera a 1, tomando x suficientemente grande, lo cual podemos

i 2
expresar simboélicamente escribiendo lim _x -1 =1
X 0 12 3 4 5 10 50 +100 +1000
fx) |- 0.600 | 0.800 | 0.882353 | 0.923077 | 0.980198 | 0.999200 | 0.999800 | 0.999998

i i
(0 -1
(Sl | &

Por lo tanto, la curva que se muestra en la figura anterior tiene a la recta y = 1 como asintota

horizontal porque

lim

X+ X241

=1

Ejemplo 30: La curva y= f(x) trazada en la figura siguiente tiene como asintotas horizontales
a las rectas y=-1y y=2, ya que

V=2

lim

X — —0
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PROPIEDADES
Silim f(x) =a =+« — y= a es asintota horizontal (A.H)
X —+0
Silimf(x)=b#xx >y=besAH.
X -0
# .0=00 +#
r 4 — =+
+0, si n>0 + 2 50 -0
(o.8]
o= J 1,8in=0 4 +#_ = -0
-1 50 —0
0,sin<0 9:’_7
\ 0
32"‘00 OO_ . . .z
# ;—? indeterminacién
0 =-00="7

_ lim x> =x—2 . :
Ejemplo 31. Calcular 32— e indicar qué propiedades de los limites
X—>o 5X°+4x+1

se emplean en cada paso.

Solucién: Para calcular el limite al infinito de una funcién racional; venciendo la
indeterminacion..., primero se podria dividir tanto el numerador como el denominador por la
mayor potencia presente de x (Se puede suponer que x diferente de 0, ya que solamente
interesan valores grandes de x). En este caso, la mayor potencia x es x2. También se puede

en la mayoria de los ejercicios dividir cada término por x elevado a la mayor potencia del

3x* x 2

i i im 3x2—x=2 lim 2 T2 o2
denominador. Asi que se tiene: R X X X
X—>005X"+4x+1 X—>ow 5x° 4x 1
V2 vtz

x> x> X

lim (3_1_ 2) 3 1 2
X —» 00 X X o o) _ 3_O_O—E'yaque“L—#—>o

lim 4 1 4 1 5+0+0 5 o
5+ —+ S5+—+—
X —> o0 X X

o0 00

Se venci6 la indeterminacion dividendo cada termino por x elevada a la mayor potencia del
denominador.
https://www.youtube.com/watch?v=5Aj6xF2eJaw&feature=emb_logo

lim
Ejemplo 32. Calcular (\/x2 +1- x)

X — 0
lim
Solucién: (\/x2 +1- x): (\/ 0?2 +1—oo): o0 —o0 =7? Indeterminado
X — 0
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Por lo tanto, procedemos a multiplicar el numerador y el denominador por el radical

2

lim [ lim 1
conjugado: , [ X2+1—Xj=x (\X2+1—ijxx o
—> w0 —>®
YXS+1+X
lim (X +1)-x° lim 1 1

X=>® x> +1+x X=>00 x> +1+x ©

Ejemplo 33. Hallar lim (x+ X%+ 3)
X—>—00

Solucién: lim (X+\/X2+3) = - 0+ 00=?

X—>—00
: 2 : (x+x/x2+3)(x—«/x2+3)
= lim (x+-/x“+3)= lim

lim  x?-x°-3 _ -3 -3

) X = =0y _/x%+3) ) —oo—\/(—oo)iz-l-?;_ —0—®©

Se vencio la indeterminacién multiplicando por la conjugada

=0

Eiemplo 34. Hallar lim (3x +/9%x% — X)
X—>—00

Solucién: lim (3X+\/9X2—X):—oo+«/oo+oo:-oo+oo=?

X—>—00

- loy2 2
lim (3X+m): lim  (3x +/9x“ — x)(83x —+/9%x“ — X)

-
X—>—00 X —> -0 (3x — \Jox? - X)
= lim m:_wzindeterminado =
X——0 3y _ /92 -
X
lim X = lim
X—>—00 3X A 9X —X X—)-OO X
X - x
= lim = 1 = L - L —E
X004 9_1 3.4 9_i 3+/9+0 3+3 6
X \
Ejemplo 35. Hallar lim (x/X2+4—X)
X—00
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Solucién: lim (x/m—x) =0 -00=?

X—0
(X2 +4-x)(/x2 +4+%)

lim (\/x?+4-x) = lim
X—>00 X—>00 (A/X2+4+X)

X2 44- x2 _ _ 4 _4_ 0
X*”Vx +4+x \Joof +4 400 PTXO O

2X+3

Ejemplo 36. Hallar lim 5
X=>=%0+/X* +5x -6

2X+3 —_%_y

Solucién: lim >
X—>=0[x +5x-6  ©

. 2X +3 2x+3 2,3
] lim = lim X X
2 T2

3
_dlim 2 2*3 _ 240
X>—o | 5 6 5 6 --1+0-0
- 1+———2 - 1+ —- 5
X x —® (-)

Ejemplo 37. Hallar |im (X —+/ x2 4 X)
X—>00

Solucion: |im (X—\/X2+X):oo—oo:?:> lim (X—\/X2 + X)

X—00 X—>0

(X—VX2+fo+xm2+x) 22y o
= lim = lim =—=
X—>00 (x+ﬂx2+xj »»w(x+VX2+xj x

—X

= lim X lim !
X—00 X x/X2 + X X—>00 X2 X
+ 1+ -t

x +J;§ \X X
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“him =t o= Th o2
X201 4+ /1+1 1+ /1+£ levirl 2
X 00

Ejemplo 38. Hallarl):m_> - (%/XB + X — %3 +1)

. lim 3/.3 3/.3 3 3 __ _n
Solucion: X—)—oo(x/x +X—\/X +1)_x/ 00 — 00 x/ 0+]1l=—00+00="
lim (C’{/X3 +x =3x8 +1)(3{/(X3 +x)? +3{/(X3 +X)(x* +1) +~V(x3 +1)?)

—
X— o0 Gl +02 +3/0¢ + 00 +1) +3/(¢C +1)?)
i Carx—xi-1 i -
X —> —o0 (%/(x3 +x)? +3’#(x3 +X)(x° +1) +~°{/(x3 £1)2)  +oreto
x_1
:>Iim X2 X2
X —
- w%/(x3+x)2 L3 0C 003+ 03 +1)?
x| x5 1 x8
11
lim X X2

x® x8 x® X©  XT X X x® x8 «xb
1 1
lim X x2
X — —o0 2 1 1 1 2 1
3 +—2+—+31+—3+—2+—5+31+—3+—6
X< X X X° X X® X
1 1
—0 o0 0

31+0+0+3140+0+0+31+040 3

https://www.youtube.com/watch?v=4zpM-5GJEzU&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=VrxD03mllZk&feature=emb_logo

3.8.1. DEFINICION DE ASINTOTA VERTICAL: Si f(x) tiende a +o 0 -0, cuando “x”

tiende a “c” por la izquierda 6 por la derecha, diremos que la recta x = ¢ es una asintota
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vertical de la funcion f(x) y se representa como una linea recta paralela al eje “y” y cruza al

eje uXu en “C”,

Eiemplo 39. (Limites infinitos, por un lado).

Hallar w1 Y x—1
X—>1" x-1 Xx—>1 x-1
5 lim 1 1 L !
. = = === ce
Solucion: x > 1% x-1 1t—-1 1,0000..1-1 0% +
lim 1 1 ! .

x—->1" x—1 1——1=0,999...—1 0~

Hacia — o

Ejiemplo 40. (Limites infinitos, por ambos lados iguales)

1 1
Hallar lim > Y lim 5
X3t (x+3) 53— (x+3)
Solucién: lim 1 __ ! = ! -1 _1_ 400

x > —37 (x+3)2  (=3%+3)2  (-2999.+3)2  (0")2  of

lim 1 B 1 B 1 _ 1 _ 1
x> =37 (x+3)2 (=3 +3)2 (=300000..1+3)%2 (0°)2 ot
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Eiemplo 41. Encontrar las asintotas verticales y horizontales de la funcion.

X
f(x)= N R y trazar la gréfica de f.
X“+Xx-2

Solucion:  f(x)=— % _ X
olucion: Zax_2 (x—l)(x+2)

Las asintotas verticales ocurren cuando el denominador es 0, esto es, cuando x=1y cuando

x= -2. De esta manera:

J’_

X . 1+
lim = lim ¢ lim =
x—o1t (X 1)(X+ 2) x—1" L ( —111 + 2 X—>1+ { I3+) x—1" 0 ( )
. X _ 1 : T _ 1
lim ——~——= lim = lim = lim =
o (-00+2) o b1 +2) xort 07 J37) o 07

Ahora:
lim —— < =-©_ vdeigualforma: M o~ (= +0
-2 (X— 1)(x+2) ' J C o2 (x-1)x+2)
Asi que las asintotas verticales son x=1 y x=-2
Ahora hallemos las asintotas horizontales:
X 1 l

X 0 lim x2 lim X _ o0 0 _
lim — = = —r = —X == =
xon X4 4X—2 x—>oox7+L_£ x—>ool+£_£ 1+ 1+ _ % 1+0-0

x> x* X X X o oo’
La asintota horizontal es y=0. Un cdalculo semejante muestra que
. X

X—>—0 X +X—2
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La grafica seria la siguiente:

x=-2

X (@ +x%-2)

-
1
- -

loy2
Eiemplo 42. Encontrar las asintotas horizontales y verticales de la funcion  f(x)= ;X 1__:1
X_
Y grafique.
Solucién: Hallemos las Asintotas verticales: Habran asintotas verticales donde el

denominador se hace “0” y no se simplifica; 3x-5=0, por lo tanto x=5/3 sera asintota vertical.

V2X2 +1

, ; . —  —=—=7? (indeterminado
Hallemos las Asintotas horizontales: X% 3x_5 o ( )

Dividiendo numerador y denominador entre X, Y utilizando las propiedades de los limites,

tenemos:
Vax? +1 V2x® +1 2x* +1
lim y2x*+1  lim x _ [lim +,/ lim
X—>0 3x-5 X—o 3X 5 x>0 3_§ x> . 5 3.5 Txo>w . 5 3.5
X X X
oy L
x? \/f \/_
X > o 3_§ - 3-50
X

(Puesto que */ X2 =+X para x >0)
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| =)= [+0.sifx=0

- f(x), si f(x) <0

Recordemos:

2

Por lo tanto, la recta y= = es una asintota horizontal de la grafica de f.

Al calcular el limite cuando X — —oo, debemos recordar que para x<0, tenemos
Vx* =|x| = —=x, asi que al dividir el numerador entre x, cuando x<0, obtenemos:

V2x? +1 Vaxt+1 2x’ +1 _ 2L+i
lim %% +1 _ lim X lim _\/_ lim X2
X—>-0 3Xx-5 Xx—>-o 33X 5 x—>-o 3_§ "X>-o , 5 x—>-o , 5
X X X
oy L
)(2 -42+0 \/—
X - 9 " 3-50
X
Por consiguiente, larectay = - = también es una asintota horizontal de la grafica
siguiente:
5 a:x=167
2 -\ lim f(x) = 0.47
g:y=0.47 1 i
£ =L B Sd 3 =1 1 2 3 4 5 6 7 8
h:y=-0.47 1 ‘
227 +1)°
flz) = Q 2
Jxr—5
lim f(x) =-0.47 °
rT— —00 4

https://www.youtube.com/watch?v=ngthIOig:E

Ejiemplo 43. Encuentre las asintotas horizontales y verticales de la funcién dada, y trace la

X2
grafica: g (x) = 5
4—X
Solucid 00 = X2 _ X2
olucion: g (x) = =
4-x% (2-%)(2+x)
— &

X=2 X =-2 asintotas verticales
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X2
2 ; 2
X 0 lim  x : 2
X—0 4-x° —© X—>04_xc x>0 4 X
X2 X2
. 1 1 1 ) _
= lim = = = —1= y = -1 = asintota horizontal
X2 002
2
; X
De igual forma: ~ lim =-1

X—>—w 4 — X

-

Ejemplo 44. Encuentre las asintotas horizontales y verticales de la funcion dada: f (x)
_4-3x
x+1
Solucién: x=-1 € asintotas vertical

4
“m4—2-’>1><=—oo:?:> "m4—31><: lim
X+ 00 X+
X — o X — o X_)OOKJFE
X X
4
I I
— 1 X — — YT _ . .
= lim 1°- 1°- = —3-y =-3 9 asintota horizontal
x>t gy 140
X Q0

164



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

4 3x 4 4
4-3x _ o < x L3 -3
= lim - =? = = lim *J=lim % =%
X——o X+ — 0 X>—0 A F X049, T 1,
X X X — 0
2 _ 2°
Ejemplo 45. Sea Yy~ = 3 hallar asintotas horizontales, verticales; graficar.
X°+1
2x°

Solucion: Yy == 5
(X+D(x“—x+1)
4

X = -1 asintota vertical.

. 2x3 o . 2x3
X—>=400 \ X° +1 0 X—>4o0 x° +1

Asintotas horizontales

{x =0
2X3 >0=> 2X3 >0 (&) Supongamos: x=1en (a) (+) >0 si
x5 +1 (X+1)(x% — x+1) (+)(+)

si no si no si

-0 -1 0 0 0 *
X -2 0
0
Y + E=i].'5]
7
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2X
Ejemplo 46. Seay=——

Hallar asintotas horizontales, verticales; y graficar.

Solucién: x%-4#0 = x#+2 = x=+2 asintotas verticales

_ 2X
lim 2x oo lim x  =lim 2
X—>+00 [ . o X—>Fo 5 Xoto
x“-4 X% -4 x2 4
SR Ry
£ /X2 X2 x
lim 2 2 y) i
X — 00 = = =3
+./1—
-t g gt A0
G o0
y = +2 — asintotas horizontales
x| 3 [-3]0[1 § §
A b
NFE|E (2]2]2 P i
3. =3, e 1- --------- 1;"-;,;5 ---------------
-4 '-3 E-Z 1 UD 1 EZ '3 '4 YB
........ R R - R
E":'z 4 x=2§
im  x2 lim x3-1 im  x2
_ lim x“-x-12 X lim x“+x-6
E|em[:_)lo47.Dado.l.x_>_3 <13 2. x—>1y2_1 3. X2 2_a
lim
a. Hallar f(x) b. Dado y=f (X)
—a

b.i. Hallar dominio, asintotas verticales (A.V.), puntos de discontinuidad,
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Asintotas horizontales (A.H.), Asintotas oblicuas (A.O)
b.ii. Bosqueje una grafica aproximada hallando limites laterales en las A.V., y tipo de
discontinuidad.

lm x*-x-12 g943-12_ 0

Solucion 1: a. X—>-3 x+3 - ~ 3.3 6=?
lim x?-x-12 _ lim (x-4)(x+3) lim (x-4)=-3-4
X—>-3 Xx+3 x—>-3 (x+3) Xx—>-3 a
2
X*—x-12 (x-4)(x+3)
L f = = =Xx-4
oL T= T3 (x+3)

= y = x — 4 es una linea recta con un punto de discontinuidad

X#-3
D= {x/x = -3 } en x= -3 hay punto de discontinuidad. Pp(-3,-7)
lim  (x-4)=4c0—4=+w

X 5 +00 = No hay A.H.

b.ii.

Solucion 2:
3 3_ (x—1)X? +x+1) _1+1+1
a. lim x-1_1-1_0_, . jip X 1_ lim = _
‘xolx2-1 1-1 0  xslx?-1 x—1 (X—l)(X-l—l) 1+1
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b.i. 7(x)= | _ |:ix.—1_l]{‘x_2.+x—_l-1_]= 2 +x+1
o -1 (x—1)x+1) x+1
¥ ¥
x=1

Pe(13) y x=-14V.

x = -1 = Pto. de discontinuidad Pp (L3/2)x=-1A.V.

Obsérvese que al simplificar la funcién, el grado del numerador quedo uno mayor que el

grado del denominador, por lo tanto hay una asintota oblicua; y se halla dividiendo el

numerador entre el denominador, y al cociente se le antepone y=, y nos resultaria la asintota

oblicua:

zﬂj}%ﬂ X+1
2|

por lo tanto y=x es |la asintota oblicua

1
x> 1 oL
3 3 2 2 T2
T 0 M P SN S S S
X—>00 X2 -1 (ioo)z -1 X—>Foo X 1 Xozo 1_i
T T Ty 2
X2 x2 X
+ 00— 1
_ (ioo)2 _ioo—0_+
- 1 1.0 7 = No hay A.H.
(d0)?
b.ii. E
Tt x2+1+1=1_1+1=L=+m E
I—}—l+ x+1 —l-l-+l ﬂ+ !
Hiwe 12+I+1:1_1+1:L:_m S E
PR AL -1 +1 0 !
x |0 2 |-3 E
y 1 -3 |-28/8 ]
U ;
35 ;
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Solucién 3:

x—>2 x2_4 4-4 0

a. lIm
= lim
X—2

X +Xx-6_4+2-6_0_,

x2+x—6_

im (x+3)(x-2) _ lim X+3_2+3_5
-4 x52(X=2)(X+2) x>2Xx+2 2+2 4

bi. x-2) #0 => x# +2; (X+2)#0 =>x#-2; = D= {x/x#t2}

X2 +X—6 _ (x+3)(x-2)

X)= = Pto.de discontinuidad: PD o (2, 5/4)
JO= e 4 T (x—2)(x+2) O
x=-2: A.V.
3 x+3 14 3
. X+3 + —t —
lim =P 29 im X_X= 40 10, =1 AH.
y
X—>t0 X+2 +oo X—>=F00 2 2 1+0
—+— 1+
X X + oo
) X+3 -2+3 1
b.ii. lim = = =4

‘xo2t X+2  _2t 42 o

lim

X+3_ -2+3 _ 1

— _7:_@

xo>2" X+2 2742 0

(2, 5/4)
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https://www.youtube.com/watch?v=3CPQyEH_qOE&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=Lb600eX04mk&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=Pnj0AGwhRzl&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=jglErfzqFgw&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=MLGM1mhyYol&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=yfW8BIljpJ4E&feature=emb_logo
https://lwww.youtube.com/watch?v=0Svh9Kx9Q1ls&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=-KDrNRI8Jow&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=rkseob-vYkg&feature=emb_logo

3.9. LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

LIMITES TRIGONOMETRICOS

lim sen(®) ]
1. =1
-0 o 2
45"
2’ llm 1_COS(¢) = 0 poligono2 poligono3 \/E
-0 ) o, - o
V3 V2
Circulo unitario
F
seng =y LY
cosp = x Paon(0, 1)
tang = 2 P(x, )
X
R=1
X —
cotp = - y‘
g Prson(=1,0) @ | Peo)
1 - - - X
secp = -
X
1
Ccsc) = -
y
—
Pymu(o, —1)
CcSC sec cot < )
Seno:a}:eﬁjw COSEHO:CﬂTma—d’}W
> hipoteniisa hipotenusa
SOH CAH TOA t t - t
= - =t Tangente = M Cotangente = M
T T T T T T T T T— cateto adyacente cateto opuesto
532 gge g 28 Secante = hipotenisa Cosecante = hipotenusa
L7 I =T — [T - — - o=

cateto adyacente

cateto opuesto
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https://www.youtube.com/watch?v=jgIErfzqFgw&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=MLGM1mhyYoI&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=yfW8BljpJ4E&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=OSvh9Kx9Q1s&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=-KDrNRl8Jow&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=rkseob-vYkg&feature=emb_logo
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Para realizar los limites de funciones trigopnométricas, se usaran dos teoremas de los limites,

los cuales veremos su aplicacion mediante unos ejemplos:

v |Lim Senb6 = 1 (6 en radianes)
6—>0 6

v |Lim 1-Cos6=0 (0enradianes)
6—0 0

lim sen2x 1 lim 2.sen2x li sen2x )
E|em|glo48.CaIcuIarx_)05x =% 9x 5 0 26 = *2x—>02 =-*2*1=E
lim tan2x lim sen2x lim 2 )
1 — 5x 5 —
Ejemplo 49. Calcular o0 % Txo0 T = gy 0o 5
) 1
Ejemplo 50. Hallar lim X. tan—
X—>00 X
5 . 1 1
Solucién: lim x.tan==oo.tan —=oco.(— 0)=?
X—>00 X o0
1 )
sen— lim  gen=
. 1_ 4 X _ X 1
= limxtan== lim X = X—>w —=11=1
X—00 X X—)OO 1 1 1
COS— =50 — CO0S—
X X X X

i 1
Ejemplo 51. Hallar  lim Xx.sen —
X—>+00 X

: 1 1 _
Solucién: lim x.sen— = o0.5en— =00.5en0" = o00.(—> 0) = ?
X—>00 X 00

x:oozl—)o

X
sen—
— lim x.sen~= 1Iim 1X =1
X—>+00 X ‘0 =
X X
, . sen3x
Ejemplo 52. Hallar lim
Xx—0 Sen2x
3 0 3 3 sen3x
. SenoXx . Senox lim :
Solucién: lim =—=?7= lim = T3 313
x—0sen2x 0 x—0Sen2x X —0., sen 2x 21 2
2X
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1-1 0

: : 1—tanx
Eiemplo 53. Hallar |jm ———
X_)ﬁ4senx—cosx
. 1—tanx
Solucién: |im 1-tan45

X_y%senX—COSX :sen45—cos45:£_ﬁ_6:

2 2
1 senx COSX —Ssenx
: 1-tanx ~ cosx COS X
= lim senx cosx_ SenX — COSX "M senx—cosx
T - T - T
x> X—>A x—>% —1
—(senx —cosx)
= lim COS X I _ 1 _ -1 :—1:_ 2
X_),% Sen x — cos X x>/ COSX T Q J2
1 4 2
] tanzx
Eiemplo 54. Hallar |im
Xx—0
o tan®x tan O 0 _n
Solucion: |im 0 o0
x—0
senx tanx
. tan®x COSX senx tanx tan0 0
lim = ||m77—1—ozl.1:0
x—0 X X x—s0 X COSX Ccos
TENER EN CUENTA:
Indeterminaciones: Hay que mirar:
m 0 0] Factorizar y simplificar
(@) Si R fe) = 0 - (i) Multiplicar por la conjugada
(iii) Limites trigopnométricos
. lzm Foo B 0) Divido cada término por “x”
(b) Sty o f0)= i_ - elevada a la mayor potencia
lim - del denominador.
(c) Si X - too f(x) =00 —00=? (i) Multiplicar por la conjugada
Para multiplicar por la conjugada:
0) SitengoV - (a +b).(a — b) = a% — b?
(ii) Sitengo V' - (a+b).(@®?Fa.b+b2)=a3+ b3
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https://www.youtube.com/watch?time_continue=1&v=wC9XfzFYc5s&feature=emb_lo
go

https://www.youtube.com/watch?v=G-zcxcQeLHc&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?time_continue=1&v=G-
zcxcQelLHcé&feature=emb_logo

https://www.youtube.com/watch?v=1COcHozan-A
https://lwww.youtube.com/watch?v=zLaXdRUkQPc&feature=emb_logo
https://lwww.youtube.com/watch?time_continue=1&v=zLaXdRUkQPcé&feature=emb_|
0go

https://www.youtube.com/watch?v=Go1Keag9748&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=h8l-kcdV9rO0&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=nUIs5W34ZQc&feature=emb_logo
https://lwww.youtube.com/watch?v=mE7TUJJLBCQ&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=xouLQOwVwrU&feature=emb_logo
https://lwww.youtube.com/watch?v=f-Kvt4fV_Zg&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=70kwuU45_ 6c&feature=emb_logo

3.10. EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-4 analizar las formulas A, B, C;

Cuédles f(x)={————; remover la discontinuidad.
Ejemplo 1. Para funcion f, cuya gréfica se proporciona, determine el valor de la cantidad
indicada, si existe.

lim lim

lim
. b. )
2 X —> 1f(x) X—3 &) ¢ X—=3" f&)
g M i e. /3) M
X—3 X — -2
li li
o ) ) L /(-2)
X—>-2" X— -2
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https://www.youtube.com/watch?time_continue=1&v=zLaXdRUkQPc&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=Go1Keag9748&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=h8l-kcdV9r0&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=nUls5W34ZQc&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=mE7TUJJLBCQ&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=xouLQ0wVwrU&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=f-Kvt4fV_Zg&feature=emb_logo
https://www.youtube.com/watch?v=70kwuU45_6c&feature=emb_logo

CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

f(x) 4

Eiemplo 2. Para la funcién g, cuya grafica se proporciona, determine el valor de la
cantidad indicada, si existe.

lim lim lim

a. X b. X c. X
x—>—2‘g() X—>—2+g() x—>—29()
lim lim
d. g(-2) e. _g(x) f. +g(x)
X—2 X—2
lim ~lim
g. 9(x) h. g(2) . L9()
X — 2 X—>4
~lim lim
J- _9(x) k.g(0) l. g(x)
X—4 x—0
g(x) 4
3+
2 '
1 1 1 _W 1 I 1 1 i
-3 -i2 i 1 2 3 4 ¥
.......................... -
2L
_3 =

Eiemplo 3. Determine el valor del limite, si existe, a partir de la gréfica dada.
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lim lim
. b. .
a N _)3f(><) . _>1f(X) c NN _3f(X)
lim lim lim
d. . f. f
x—>2'f(X) © x—>2+f(X) X—2 )
f(x) 4
3 .

Eiemplo 4. Determine el valor del limite, si existe, a partir de la gréafica dada.

lim lim lim
a. g(x) b. g(x) c. g(x)
Xx—1 x—=0 X—2
lim lim lim
d. g(x)e. 9(x) f. g(x)
X—> -2 X— -1 X—-1
9(x) 4
3 E

Calcule el limite dado en los ejercicios.
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lim lim
Ejemplo 5. (5x2-2x+3) Ejemplo 6. (X?+1)(x?+4x)
X—4 X — 2
lim X—2 lim
Ejemplo 7. — - Eiemplo 8. X3+ 2x+7
X—>-1X"+4x-3 X— -1

En los ejercicios 9-22: 1. Hallar el limite indicado
2. Dadoy = f(x)
2.1. Hallar dominio, puntos de discontinuidad, Asintotas
2.2. Grafique hallando los limites laterales en las A.V. Tipo de discontinuidad.

. lim  x?>-x-12 . lim x4+ x?
Ejemplo 9. —_— Ejemplo 10.
X—>-3 x+3 Xx—>0 x
. lim  x*-x-2 _ lim 3 _t
Ejemplo 11. —  Ejemplo 12.
X—>-1 x+1 t—>1t2 -1
. lim (h-5)2-25 lim (1+h)*-1
Ejemplo 13. ~———~——— Ejemplo 14. -~ 7
h—0 h h—0 h
lim lim 2
Ejiemplo 15. in Ejemplo 16. X Z—X
X—> -2 X*—X—6 X—>-2|X+2 x+2
lim _ lim ./o_t_
Ejiemplo 17: 9-t Ejemplo 18. M
t—>93-/t t—0 t
Eiemplo 19 lim x*-81 Ejemplo 20 m [ 1 1
emplo 19. emplo 20. ——
X—9 /x-3 t>0|tyl+t t
lim X lim 2X3 —18x
Ejemplo 21. S Ejemplo 22. S
SleMP0 =2 X—>0 . 1+3x-1 . Xx—>0 x3-—4x
Solucién 9: Solucién 10:

"10 5 0 5 1
/ / Pd(0, 1)
[u]

Pd(-3,7) A

T T
/-1 o 1 >
L ’
_10- E |
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Solucién 11:

Pd(-1, -3)

L]

Solucién 12;

Pd1(1,1)

T T
-2 -1 o 1 2

Solucién 13:

Pd(0, -10)

Solucién 14:

Pd(0, 4)

Solucién 15;

[

0|0

Pd(-2, -1/5) .

Solucién 16:
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Solucién 17: Solucién 18:

Pd(9, 6)

0
-2 -1 0 1 2
—

Pd(0, -1/(2*+/2))

I N S S S S S S S S -1 A(2, -114/2)

— T —
Solucién 19: Solucién 20:

Pd(9, 108)
y A0, 27) : Pd(0, 0)
b
T

Solucién 21: Solucién 22:

2-

1
A(113, 113) /
/ Pd(0, 2/3)

0

-_1 0 -1 -2 -3 \

B V]
Q.
—
Y o
.

[ ERERE RPN ¢ I
~—

En los ejercicios 23-26: Dadoy = f(x)
1. Hallar dominio, puntos de discontinuidad, Asintotas

2. Grafique hallando los limites laterales en las A.V. Tipo de discontinuidad.

Ejemplo 23. f(x) = O 2x Eiemplo 24. f(x) = 2x%-8
€MPIO £2. T ox24x-2 €MPIO £2. T x24+x-6
https://lwww.youtube.com/watch?v=3CPQyEH_qOE

—x342x%+8x —2x2+5

Ejemplo 25. f(x) = Eiemplo 26. f(x) =

x2-9 x2-1

https://lwww.youtube.com/watch?v=Lb600eX04mk
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Solucién 24:

Pd(2, 8/5)

8,
5,
4,
3,
2

i K S

aie e EECCEEE P R L
—2x°+5

Solucién 26:

Solucién 23:

Solucién 25:

En los ejercicios 27-38 analizar continuidad y graficar

Eiemplo 27.

—
vV Al
x X
5 5
N
+
>
N x
o |
X ™
fJ\|\
1]
~
>
N
S~

X3 six<-1
(x+2)? six > -1

{

Ejemplo 28: g(x)

six<O0
Si 0<x<2
8—-X six>2

X
X2

Ejemplo 29: h(x)
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Ejemplo 30

Ejemplo 31

Ejiemplo 32:

Ejemplo 33:

Ejiemplo 34:

Ejemplo 35:

Ejiemplo 36:

Ejiemplo 37:

Ejemplo 38:

Ejemplo 39:

Es continua
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 H)= x2 -1
()= 7‘)(_1 ‘
(x-1)® si x<0
D fX)= |(x+1)® si x>0
2x+1si x<-1
fX)=\3x si-1<x<1
2x-1si x>1
(1/x si x<-1
fX)=<x si-1<x<1
1/x% si x>1
N~
/x—x si x<0
fx)=<1, si0<x<1
_/x s x>1
Xx-1 para x<3
fX)=4 5-x para x>3
(x six<0
gix) = Ix? si0<x<1
x3  six>1
~
~/—x sl x<0
f(x) = <3—x si0D<x<3
(x-3)? si x>3
~
3, Si x=2
2x-x2 si 0<x<2
g(x) = 2-Xx si2<x<3
X-4 si 3<x<4
o Si x>4
Determine para qué valor de la constante ¢ la funcion
cx+1, six<3
f(x) = cx?—1, six>3
en (-oo, o)
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En los ejemplos 40 al 76 evalue los limites indicados:

li JB6—X—2 lim 3/ _
Ejemplo 40: Encontrar R Eiemplo 41: Ni+ox—1
X—>2 +/3-x-1 Xx—>0 X
https://lwww.youtube.com/watch?time_continue=389&v=h6zf2MDiQ5U
lim 3/x — lim
Ejemplo 42: Encontrar x-1 Ejemplo 43: X+-/XRI /6
x—>1./x-1 X—>4
https://lwww.youtube.com/watch?v=sJeMMDjV9vs
lim (1+h)?-1
Eiemplo 44: Encontrar R Eiemplo 45: A+h=1 o/s
t—-1t3_¢ h—0 h
https://lwww.youtube.com/watch?v=mWIQbtZsQ_8
lim 2 _y— lim _
Ejemplo 46: X=X=2 o Ejemplo 47: 4--/s RI- T
X— -1 x24+3x-2 s—16 s-16 8
_ lim |x-8 | _ lim 1-+1-x?
Ejemplo 48: _ R/ -1 Ejemplo 49: —_— R/ 0
X—>8 x-8 Xx—>0 X
lim  @1-x)(2+x) 1 lim (1+h)>-1
Eiemplo 50: R/ = Ejemplo 51: — R/2
S s o @e20(2-3x) 6 S h g
: im  r*—r241
Ejemplo 52: Encontrar ——5 — R/O
r-o r’+r’°—r
https://www.youtube.com/watch?v=5Aj6xF2eJaw
lim / 2 lim / 2
Ejemplo 53: ML+ axT RI2 vy VL+axT R/ -2
X—> 400 4+X X—>—00 4+X
_ lim 3/x*+8 , lim 1—./x
Ejiemplo 54: R/0 Ejemplo 55: R/ -1
X >0 X+2 X —> 00 1+ /X
_ lim 2 2
Ejemplo 56: Encontrar (Jx +1—Jx -1) R/O
X — 0
https://lwww.youtube.com/watch?v=4zpM-5GJEzU
lim
Eiemplo 57: (J1+Xx—-/x) RIO
X—> 00
lim -
Ejemplo 58: . (/X2 +x+1+X) R-% Ejemplo59: "™ cosx R/ No existe
—> —00 X —> 00
https://www.youtube.com/watch?v=VrxD03mllIZk
Ejemplo 60 m— -2 / Ejemplo 61 m 6 R/
emplo 60: -0 emplo 61: - Rl
X — -1 (x+1)° X—>5" x-5
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. lim  x? . lim  t+3
Ejemplo 62: _— R/I-=» Ejemplo 63: _ S R/ -
X—>-1" x+1 t—>3 t°-9
_ lim X2 _ lim X —1
Ejemplo 64: _ R/ oo Ejemplo 65: 5, Rl-x
Xx—>-3" x*-9 X—=>—=2" x°(x+2)
Ejemplo 66 fim gy Ejemplo 67 m = -3
emplo 66: EEEA— 0 emplo 67: - -
X—-3" x2 +5x+6 X—2" 3/x-2
_ lim _ lim
Ejemplo 68: _cotx R/-o Ejemplo 69: _cscx R/ w
X—>0 X—>7
. lim _ lim
Ejemplo 70: _sect R/ « Ejemplo 71: 3/x Rl -
t—(-37/2) X — —o0
_ lim _ lim
Ejemplo 72: (x+-/x) Rl © Ejemplo 73: (x>x%) R/ - o0
X —> X —>
_ lim x3-1 _ lim X
Ejiemplo 74: R/ 0 Ejemplo 75: —— R/ ©
X—>o x4 411 X—>0 /Xx—1

lim  x®4+3x*+2
Ejiemplo 76: %R/ -0
X—>—0 x°+X

Encuentre las asintotas horizontales y verticales:

Eiemplo 77: f(x) = 12+ 2x
+ X

R/y=2,x=-2

x> +Xx—6
Eiemplo 77 a: f(X) = ———
X° -4
Ejemplo 78: h(x) = Riy=+1
4
XT+1
X2 +4
Ejemplo 79: y= — R/ix=+1 y=1
x° -1
3
. xX® +1
Ejemplo 80: y= — R/ x=0y=1
X7 + X
Encuentre los limites indicados:
_ lim
Ejemplo 81: (x?>+cos x) R/ 1
Xx—>0
_ lim
Ejemplo 82: (sen x — cos x) R/ (+/3-1)/2
X—>rl3
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lim lim
Ejemplo 83: ﬂR/ & Ejemplo 84: t®sen*t R/O
X—>xld 3x 37 X — =37
. - lim senst _ _
Ejemplo 85: {550 ¢ R/'5 https://www.youtube.com/watch?v=wC9XfzFYc5s
_>
lim lim
Ejiemplo 86: M R/sen1l Ejemplo 87: taﬂ R i
0—>0 secH X—>rld 4x T

https://lwww.youtube.com/watch?v=1COcHozan-A

lim sen?g lim
Ejemplo 88: R/0 Ejemplo 89: tandx o, 1
6—->0 @ X — 0 3tan2x 2
lim 2 lim
Ejemplo 90: >N % Rio  Ejemplo 91: cot2x o 1
t—0 t Xx—=0 cscx 2
https://www.youtube.com/watch?v=G-zcxcQeLHc
lim lim  sen @
Ejemplo 92: tanx R/ l Ejemplo 93: _— 1
X — 7 sen 2x 2 0 —0 0+tand 2

lim
Ejemplo 94: X 50" ~/x.csc+/x  R/1
-

https://www.youtube.com/watch?v=zLaXdRUkQPc
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CAPITULO V: LA DERIVADA ¥ SUS APLICACIONES

OBJETIVOS

Dada la ley de movimiento de una particula, hallar su velocidad instantanea en un tiempo
“t”, aplicando para ello el concepto de derivada.

Aplicar las reglas de derivacion para hallar las derivadas de funciones algebraicas,
trascendentales y trigopnométricas.

Aplicar los métodos de diferenciacion en cadena e implicita en la resolucién de ejercicios
y problemas.

Dada una funcién, reconocer el sentido de variacion en aquellos intervalos donde es
creciente, decreciente, puntos criticos, extremos maximos o minimos, tanto locales como
absolutos, puntos de inflexién, intervalos de concavidad.

Interpretar geométricamente el concepto de derivada.

Relacionar el concepto de pendiente como una razon de cambio entre dos variables que
se pueden presentar en la vida cotidiana.

Trazar la grafica de una funcién a partir de su: dominio; los puntos de maxima, minima,
inflexién; los puntos de discontinuidad; las asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
Dada una funcion, calcular el valor de una variable que permita maximizar o minimizar y
por lo tanto, resolver un problema sencillo de optimizacién.

Hacer del estudiante un mejor critico con respecto a las variaciones de ciertos
fendmenos fisicos, sociales, humanisticos, etc.; que le ayudard a resolver diversos
problemas que aquejan a la comunidad.

El estudiante interpretard una curva donde se modelen situaciones sociales para

colaborar con su aporte en los cambios fundamentales que requiere el pais.
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DIAGNOSTICO
2 senx?
1. Simplifique (@) / a’ +b? (b) 5% (©) ”
X senx
4a® - 2a 5 7 3 2
N + —
@ ab-2a  © x_a® x+a (x—af o (@+b)

2. Simplifique lo maximo: a)

% +1)%T

B 1 172
(A—B)%23/A% + 2AB + B? . {X“lel}

b
: 2/(A2 —B2)(A+B) % X2 —x7y™
(x+1)% - x[;(m)'% }
d) [ l2
(1)
3. Racionalice el numerador y simplifique Mh_&

4. Si un rectangulo tiene una longitud de 3 cm. menor que cuatro veces su anchura, y su

perimetro es 19 cm., ¢,cudles son sus dimensiones?

5. Un hombre puede pintar una habitacién en 12 h., y otro puede pintar la misma habitacién

en 10 h. ¢cuanto tiempo les tomara pintar la habitacion trabajando juntos?

6. Resolver para X: a) 2.Inx—3.In2 =Inx + 2.In3
b) 6+logx—log*x=0
Xx+y=65 (1)

7. Resolver para Xy Y {log X+logy=3 (2)
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5.1. LA DERIVADA

https://www.youtube.com/watch?v=rp8MKF1UOg8&feature=emb logo

Recta secante

| 08 Recta Tangente

Recta secante

| 0.6
P(x+Ax, f(x+Ax))

y2
P(x, f(x))
x1 y1

AN

0.2

N

X @--q--q-—-——--------"Q

0.2 0.4 "0.6 0.8 TN

Ax

o
*
® X
B
>

0.2]

En una curva cualquiera 'y = f(x), la pendiente de una recta que pasa por dos puntos sobre

la curva, es la pendiente de una recta secante.

Pendiente de la recta

Y2V _ f (X+ Ax) — f(x)

secante que pasa por M A
Xo — X X+AX—X
Pi(X1,y1) Y P2 (X2,y2) 21
de la curva y=£(x) f(x+AX) — f(X)
= ms = A
X

Ahora, si “Ax” comienza a disminuir de tal forma que la recta secante se convierte en una

recta tangente; es decir cuando Ax — 0.

Pendiente de la curva \
y = f(x) en cualquier valor x;
o0 sea,pendiente de la recta .
tangente alacurvay = f(x) en § m(x) = lim  fGta)-f@) _dy _ ¢ ‘%) (1)
. n_n . Ax el 0 Ax dx
cualquier valor "X".Tambien es la

derivada de "y" con respecto a "x
en cualquier valor "x" J
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El dominio de f’, es el conjunto de puntos en el dominio de f para los cuales existe el limite,
puede ser menor que el dominio de f. Si f’(x) existe, decimos que f tiene derivada en x.

Notacion: Hay muchas formas de denotar la derivada de una funcion y = f(x). Ademas de f

'(x), las mas comunes son: y’, dy/dx, df/dx.

Interpretacion geométrica de la derivada. De la definicion (1), obtenemos que la
derivada de una funcion f en un punto x, es “la pendiente de la recta tangente a la curva y
= f(x) en el punto x”.

https://www.youtube.com/watch?v=WEWNxiA3v|igE

Ejemplo 1. Derivar f(x) =x/(x-1)
v ¢ Doénde tiene pendiente —1 la curva f(x)?

Solucién.

lim  f(x+Ax) - f(x) _dy

AX—0 AX dx
X+AX X
dy lm fxA)-F() M Aol w1
dx Ax—0 AX AX— 0 AX
(X + AX)(x —1) — x(x + Ax —1)

lim (X + Ax—1)(x 1) _lim (x+ Ax)Y(x —1)— x(x + Ax 1)
AX—0 Ax/1 CAX—0  Ax(x+Ax—1)x-1)
_ im (x2+x.Ax—x—Ax—x2—x.Ax+x):_ lim (—.Ax)
AX—0 AX(x + Ax—1)(x —1) ©AX— 0 AX(X+Ax—1)x-1)

lim 1 -1
A0 (x+AX-1)x-1) (x-1)

v La pendiente de y = f(x) sera —1, siempre y cuando: f’(x) =-1.

= o =-1= (x-1f =1= [(x-1f =#1= x-1=#1= x=0yx=2
(x-1)

https://www.youtube.com/watch?v=onxcThtfnOA&feature=emb logo
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Recordemos:

Y z

Ecuacion de la recta

gue pasa por P1(X1, Y1)
Recta Tangente y tiene pendiente ‘'m”

Recta Normal

y-y1=m(x-x1)

P(x, f(x))
x1 y1

Lt— Recta Tangente my. mr=-1

Liy— Recta Normal }

Ejemplo 2.

Hallar la derivada de y =-/x , para x > 0. Hallar la recta tangente a la curvay = -/x en el
punto (4, 2).

Solucioén.

Tenemos que: f(x) = -/x Yy f(x + OX) = -/x + Ax

lim x+Ax—-/x  lim (/x+ A= /x)(/x+Ax +-/x)

T AX 0 AX T AX—0 AX(\/X + AX +/X)
lim X+ AX — X _ im AX _ lim 1 B
AX = 0 AX(/X+AX +-/X)  AX > 0 AX(/X+AX ++/X)  AX— 0 (/X +AX +-/X)
1 1

Para x = 4, entonces: f ’(X) = Y., luego la ecuacion de la recta

(x+0+/x)  (2/x)

tangente alacurva y= -/x, en el punto (4,2) es:
Y-yi=m (X -x) =>y-2=Ya(x—4) =y=Yax+ L.

Ejemplo 3. Dada y=f(x)=2x2-3x+5. Halle la pendiente de la curva en x=-1, x=-2, x=3. Dibuje
la curvay las tres rectas.

Solucién.

lim 2+ Ax)? —3(x +Ax) +5— (2x2 —3x +5)
Ax —> 0 Ax -

m(x) = g =?
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lim 2x%+4x.Ax + 2Ax? —3x —3.Ax +5—2x? +3x -5

m(x) = Ax - 0 Ax

lim 4xAx+2Ax%2-3.Ax 0 lim Ax(4x+2.Ax-3)
_— = —-=7 m(x) = _

T Ax >0 Ax 0 Ax - 0 Ax

m(=1)=4x(-1)—-3=-7
mx)=4x—-3 - {m(-2)=4x%(-2)—-3=-11
mB)=4%x3-3=9
f(=1) =2%(-1)2=3%(-1) +5=10 > P1(-1, 10)
f(=2)=2%(=2)2=3x(=2)+5=19 - P2(-2, 19)
f(B)=2x3)2-3x3)+5=14 - P1(3,14)

i U
]
]

P2(-2, 19)

P3(3, 14)

PA(-1, 10) &

|
1
L]
1
1
1]
1
1
1
1
1

1

1

LB ]
i
1
(1N
e

Ejemplo 4. Dada y = f(x) = 4Vx — 2. Hallar la ecuacion de la recta tangente y de la recta
normal a la curva en x=3 y en x=6. Grafique.

Solucién. m;(x) = Aiir_r)l 0 4\/x+Ax;JZC—4\/x—2 %2
(a—b) (a+b)
lim 4(Wx+bx—2-Vx—2) (Vx+Ax—2+Vx —2)
mt(x)=Ax_)0 Ax(Vx +Ax — 2 +Vx — 2)
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[ (a®~b") 1
| |
4{(\/7x+Ax—2)2—( x_z)2|
_lim l J
M) = A 50T (T2 D)
_ lim Al tAx—2-x+42]  gim 4[Ax]
Ax > 0Ax(Vx +Ax —2++Vx—2) Qx> 0Ax(Vx+Ax—2++Vx—2)

_lim 4 _ 4 __ 2
Ax > 0(Vx+Ax—2+Vx—2) 2Vx—2 x-2

-1
me(x) = N {mt(3) =2=m,3) = 7}

Vx =2 my(6) =1 m,(6) = -1

F) = WE =7 o {f(S) =4/3-2=4> P1(3,4)}

F(6)=4/6—2=8 = P,(6,8)

Ecuacién de la recta que pasa por
mep P y—y1 =m(x —xq)

P; (x4, v,)y tiene pendiente m:

N

( ng((Bs?Z)z}_’ —4=2(x-3) >y=2x—2
1 ’
1
_ 1 1 ~1x 11
ma(3) = 2}—>y—4=7(x—3)=>3’=7x+7
y—yi=mlx—x)3 Pi(3,4)
U5y s 0= ne
2 1)

Grafiguemos f(x) = 4Vx — 2; primero debemos hallar el dominio para poder hacer

la tabla de valores: x —2 > 0,= x > 2; por lo tanto:

X12]3

(o)}

y |04
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https://www.youtube.com/watch?time continue=2&v=rmRs|73IgNo

Ejemplo 5. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes y normales a la curva y = f(x) =
§x3 - %xz + 2 en x=1y en x=-1. Grafique

lim g(x+Ax)3—%(x+Ax)2+2—(%x3—%x2+2) 0

Solucién. m;(x) = =-=?

Ax = 0 Ax 0
(x) = lim 1 +xZ.Ax+x.Ax2+§Ax3—/%2—x.Ax—%Ax2%—/¥c3+lyx/z/—/
M) = A 5 0 ix
X2 Ax + x. Ax? 4 = Ax® — x. AX — = Ax?
m() =, m 2 : =05
Ax -0 Ax 0
_ lim (x2+x.Ax1+/§AA/xz—x—%Ax)
Ax -0 X
= lm (x* + x. Axt + leZ — X —le) =x*—-x) = mx)=x*-x)
Ax -0 3 2

R { m:(1) = 0= m,(1) =2 }
me(—1) =2 = m,(-1) = -1/2

1 1 f(1) =11/6 = P,(1,11/6)
) =2x —1x? +2.:>{f(_1) e = Pl(—1,7/6)}
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Ecuacion de la recta que pasa por

P;(x1,v1)y tiene pendiente m: Y=y =mx—x)
( m (1) = 0} Ly — 1 )
Pi(1,11/6)) 77 6
m, (1) =? } _
P(1,11/6)f "X =1

y—y1 =mx —x1) 1

me(—=1) =2

P,(=1,7/6)

mn(_l) =-1/2
P,(=1,7/6)

}—>y—7/6=2(x+1):>y=2x+19/6

boy=7/6= 1726+ D=y = ~x/2+2/3]

y=11/6

y=-x/2+2/3

1
1
1
1
1
1 ~
1
1
1
1

5.2. REGLAS DE DIFERENCIACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

Potencias, multiplos, sumas y diferencias.

Derivada de una constante d(c) =0
dx

ny = n-1
Derivada de una monomio variable. g—X@X ) =anX"=.

Regla de suma y de la resta d (utv)= duzdv .
dx dx dx

Ejemplo6. .d (8) =0; d(-%)=0; d(-/3) =0
dt dt dt
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Ejemplo 7.
f X X? X3 x4
i’ 1 2X 3x? 4x3

Ejemplo 8. Seay = 3x?, calculary’.
.d (38x?) =3.d(x?) = 3 2% = 6X
dx dx

Ejemplo 9. Seay = x*+ 12x, calcular y’.

dxE+12x)=d (x4 +d (12x) =4x3+12
dx dx dx

4
Ejemplo 10. Sea Y = X3 + 3X2 —5X+1, calculary'.

d 4 2)—*( 5)+*(1)

4
Solucién: OI(x3+x 5x+1)_—(x )+
dx 3
:3x2+§x—5
3

Regla del Producto: Si “u”y “v” son diferenciables en x; su producto u.v también lo es. Asi:

d(uv) = u.d(v) + v.d(u)
dx dx dx

La derivada de u.v es u por la derivada de v mas v por la derivada de u.

Eiemplo 11. Hallar la deriva de Y = (X2 +1)(X3 +3)
De la regla del producto, con U = X2 +lyv= X3 + 3, tenemos:

d

d[(x2 +1Xx3 + 3) = (x2 +1)(3x2) + (x3 +3)(2x) = 5x* +3x% + 6X

X

Este ejemplo puede resolverse (tal vez mejor) multiplicando la expresién original y
diferenciando el polinomio resultante. Revisemos:

yzl(x2 +1)x3 +3)J= x° + x5 +3x% +3= y'=5x4 +3%% + 6X

@ on

Regla del Cociente: Si “u” y “v” son diferentes en x, y v(x) # 0, entonces el cociente de

u/v es diferenciable en x, asi: d(u) d(v)

—(u/v) —dX
v
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2
Ejemplo 12. Hallar la derivada de y -1
t2 11
Solucién: Al aplicar la regla del cociente, con U = t2 -lyv= t2 +1, tenemos:

dy 2t.(t2 +1)— 22 -1 23 +2-2a3+2t a4t

t (t2 + 1)2 (t2 + 1)2 (t2 + 1)2
Ejemplo 13. -
Hallar una ecuacion para la N
tangente ala curva Y = X+ ; . 5,
en el punto(1,3). P(1, 3)

La grafica de esta curva es:

La pendiente de la curva es la derivada de la ecuacion
de lacurvay = x + 2x*.
Y’ =1-2x2%= lapendiente parax=1esy’ =-1.

La recta por (1, 3) con pendiente m = -1 es:

y—-3=-1x-1) = y=-x+4.

https://www.youtube.com/watch?v=GWBjoAGOPTM

Derivadas de Orden Superior: Dado que la derivada de una funcién es otra funcion,
podemos tratar de hallar su derivada. Si se hace tal cosa, el resultado es de nuevo una
nueva funcion que pudiera ser a su vez derivada. Si continuamos asi, tenemos lo que se

llaman derivadas de orden superior.

Notacidon de las derivadas de orden superior:

Yy = Z—z (Primera derivada)
” dzy :

Yy =_= (Segunda derivada)
Y d3y :

Y= (Tercera derivada)

@ =4y C derivad

YU = (Cuarta derivada)
m= 4"y Asi derivad
Y= (enésima derivada)

194


https://www.youtube.com/watch?v=GWBjoAGQPTM

CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Ejemplo 14. _Las primeras cuatro derivadas de Y = X° —3X* + 2 son:

1 2
Primera derivada: Y =3X" — 6X
Segunda derivada: y''=6x—6

Tercera derivada: Y =0

Cuarta derivada: y“‘) =0

Ejemplo 15. Hallar las siguientes derivadas:

a) y=7=y=0b) f(X)=x°>= f'(x)=3x>

c) y=i2:>y=x’2 Sy=-2x"=y=—
X X

d) y:2:>y:2x_1:>y:—2x_2:>y':—
X

4t® 4 8
f)=—=f)==t*= f'({t)=—t
e) f(t) 5:> (t) c (t) c

4

X 3 ' 4X3 2 3 2
) g(x):—?+3x —2x:>g(x):—7+9x —2=-2X"+9x° -2

y —y 5 5 3 oy -15 N y 15

) = = = - _-

’ (2%)° gx® 8 8 8x*
y= 7

h) (3X)—2

. 1 1 172 2%
) y= >y=-—"—="x S=y=-"x/3
Pl :
1
| y=x2x:>y=ﬁx4:>y' fxy V2 _ A2
) 5 “20x
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1F_1 22 2 1><2\/7
2x  27x

o f(x)= (3x 2x° X5+4x = f'(x)=(3- 4x)(5+4x)+4(3x 2x?)

) y=2 —4x+3:>y,:(4x—4)(2—3x)—(—3)(2x —4x+3)

2-3x (2-3x)?
. 8Xx—12x% —8+12x+6x% —12x+9 —6x° +8x+1
y= 2 B 2
(2-3x) (2-3x)
1 3x-1
m) yzs_(%): :3_x: X  _ 3x—1
X+5 X+5 X+5 X2+5X
1
B 3(x2 +5x)—(2x+5)(3x—1) _ 3x% +15x—6x?% +2X—15X+5
B 2 B 2
(x2 +5x) (x2 +5x)
:—3x2+2x+5:—(3x2—2x—5):—(3x—5)(3x+3)/3
(x2 + 5x)2 [x(x+5)]* X2 (x+5)
y,:—(3x—5)8(x+1)/3:(5—3x)(x+1)
x2(x+5)? x2(x+5)?
y—X2+3X:>y 1y +1x:>y 2y ix !t
" 6 6~ 2 6° 2 3 2

0) f(x)= (3x—2x2)3 =vy'= 3(3x—2x2)2(3—4x): 3[x(3-2x)J* (3- 4x)
y'=3x%(3-2x)?(3-4x)

p) y=3(x*+2f =>y=(x*+2)* = y'=:23(x2 +2)%(2x)

- 4X
3x* +2

=
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x +4)y x +4 (2x)

(x2+4)% (x +4
_ ! x +4V x +4V 3x +12 - 2x2 x2 +12
(x +4)/ (x2+4)/ x +4)/ x +4)/

C(3x=11" L [3x-11"|3(x* +3)-2x(3x-1)
R R e T

. 2{3x—1}x3x2 +9-6x"+2x _ 2(3x-1) -3x" +2x+9
Y= x> +3 (x2 -|-3)2 B (X2 +3) (x2 .|_3)2
e 2(3x —1)-3x* +2x +9)

(x? +3)

5.3. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d(u (X))

d(sen u(x))
dx

Derivada del Seno:

osu(x).———=

Ejemplo 16.
Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

e y=x?-Senx= y'=2x—Cosx1

e y= X2 Senx = y'= x2d(Senx)/ dx + Senx.d(xz)/dx = x2COSX + 2XSenx

. ye Senx Ly x.d(Senx) /dx—Senx.d(x)/dx xCosx—Senx.1
X x 2 x 2
Derivada del Coseno: d(cosu(x) _ —senu(x). d(u(x))
dx dx

Ejemplo 17: Encontrar la derivada de las siguientes funciones:
e y=5x+Cosx= y'=5—-Senx
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e y=28enxCosx=>y'=CoSX.COSX + (—senx)sen x = ~Senx + Cos2x
—_— —_— —

Cosx . —senx(L-Senx)—(-cosx)Cosx

[ ] = f— =
1-Senx (1—Senx)?
_—Senx+Sen2x+C032x_ 1-Senx 1

(1-Senx)? (L-Senx)2 1-senx

d(u(x))

dx

M:—cscz u(x) dweo)
dx odx

d(tanu(x)) 2
Derivada de la tangente: —— ——=sec” u(x).

Derivada de la Cotangente:

Derivada de la Secante: | d (Se;U(X)) _ secu(x) tanu(x). d(l;(x))
X X

Derivada de la Cosecante: d(cscu(x))

d(u(x))
dx dx

—cscu(x).cot(x).

Ejiemplo 18: Hallary” siy = Sec x.
Solucion:  y'= SecxTanx = y''= Secx.d (Tanx) / dx + Tanx.d (Secx) / dx

= Secx.Sec?x + Tanx.SecxTanx = Sec> X + Tan®x.Secx
Eiemplo 19: Halle las siguientes derivadas:

a) ¥ =3X+cotx=y'=3-Csc’x
b)Y = % = y=2Cscx = y'=—2CscxCotx
Senx

c) Y=3Senx= y'=3Cosx.

d) y=2xCosx—2Senx = y'=2Cosx— Senx.2x — 2C0sx
y'=—2XSenx
1-Cosx 1  Cosx
)= Senx —Y= Senx  Senx

= y’:—cscx.c:otx+csc:2 X

= Cscx — Cotx

ny =Cos(3X)% = y = Cos9x? = y' = —Sen9x?.18x = —18x.Sen9x?
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g) Y = (Cos3)x* = y'=2(cos3)x
hy ¥ = C0s3x* = y'=-Sen3x>.6x = —6x.5en3x’
Yy = Cos’3x = y'= 2C033x(— Sen3x)3 = —-6C0s3xSen3x
) y= 2Cot45x2 = y'= 8Cot35x2(— csc? 5x2)10x
y'=—80xCot35x2Csc?5x2

5.4. DERIVACION IMPLICITA

Hasta el momento nos hemos encontrado con funciones donde la variable “y” se encuentra
despejada (se encuentra sola en un lado del igual), y para encontrar su derivada (y’ = dy/dx)
simplemente derivamos directamente.

Pero no siempre encontramos funciones en donde se pueda despejar la variable “y” y asi

poder encontrar su derivada en forma sencilla. (Ej..X3 +3Xy + y3 =10).
Para esto se utiliza una técnica llamada la derivada implicita, y para esto se utilizan los
siguientes pasos:

e se deriva la funcién utilizando las reglas normales de la derivacion.

“y

e Cada vez que derivo con respecto a la variable “y”, acompafo esta derivada con el
diferencial dy/dx; y cuando se deriva con respectivo a “x” no se acompafa esta
derivada con ningun diferencial.

e Se reunen términos semejantes (dy/dx = y’).

e Se despeja los dy/dx, (y').

Ejemplo 20. Hallar dy/dx si 2y = x2+ Sen y.
Derivando implicitamente tenemos:
Solucion:  2y'=2x+ Cosy.y'
= 2y'-y'Cosy=2x= y'(2—-Cosy) =2x = y'= 2
2 —Cosy
Ejercicio 21. Hallar la tangente y la normal a la curva x2- xy + y>=7 en el punto (-1,2).
Solucion: 2x—xy'-y+2y.y'=0= 2y.y'—xy'= y — 2x
=Y (@2y-x)=y-2x=y'=(y-2x)/(2y - Xx)

Para calcular la pendiente, evaluamos la derivada en el punto (-1,2).

y'=(2-2.(-1)/(22-(-1)=4/5
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La recta tangente a la curva del ejercicio en el punto (-1,2) es:

4 4 4 4 14
—2=—(X+)=>y=-X+—-+2=>Yy=—X+—
Y 5( )=y 5 5 Y 5 5

Para calcular la recta normal a la curva, primero calculamos su pendiente asi:
.m(normal) = -1/ m(tangente)
-5 — 3
Luego la ecuacion de la recta normal es: Y — 2= T (X +1) =>Yy= T X+ Z
Eiemplo 22. Calcular dy/dx en:
a) Y +y*-5y—x"=4
Solucion : 3y2 Y'+2y.y'-by'-2x=0= 3y2 y'+2yy'-5y'=2x
= y'(3y2 +2y—5):2x:>d—y: 5 2X
dx 3y% +2y-5

b) x2+y2=0

Solucion : 2x+2yy':0:>2yy':—2x:>y':;zxjdl:i
- 2y dx vy
o) X>+y°=1
o : . —2X dy X
Solucion: 2x+2yy'=0=y'=——= =~ =——
- 2y dx y
d)y X+ y2 =1
Solucidn: 1+2y.y’:0:d—y:_—1
I dx 2y
o) X2 +y=1

Solucion: 2x+y'=0=y' =-2x

Ejemplo 23. Hallar la pendiente de la recta tangente a la grafica de x2+ 4y?=4 en el punto A

(V2.-1/42)
Solucion:
2x dy X
2X+8yy'=0=y'=———= ~=m(X,y)=——
Y y 8y  dx (x.y) 4y
-2
-2 1 2.1

m(x/E,—l/\/E): 1 = y :ZZE
(& =
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Eiemplo 24. Hallar la pendiente de la grafica de 3(x? + y?2)? = 100xy

Solucion : 6(x +y )(2x+2yy) 100y+y100x:>12(x +y2Xx+yy =100y +100xy’
—4—)3(x +y )(x+yy) 25y + 25xy' :>(3x +3y )(X+ yy') = 25y + 25xy"

:>3x3+3x2yy’+3y2x+3y3y'=25y+25xy = 3x2 yy+3y y' 25xy 25y—3x3—3y2x

dy 25y-3x3-3y°x
y' (3x y+3y3 25x) = 25y — 3x3 - 3y X= = y_ y 3 y =m(X,Y)
dx 32 y+3y° —25x
Ejiemplo 25. Dada x? +y2 = 25 . Calcular y” y simplifique lo maximo
Solucion:  2x+2yy'=0= y'= =X oy X oy b y—2yx =
2y y y
2 2 2. .2
—X X X y© +X
y=x(-7)  y+ y+- -
" y' _ Ty oY __ Y y2+x® _ 25
y = 2 T2 TYTT 2~ 2 3 3
y y y* y* y y
1 1

Ejemplo 26. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva X2(X2 + yz) = y2 en el

punto ¢ QQ .
2 2

Solucion:

x4+ x2y2 = y2 = 4x3 + 2xy2+2yy'x2 =2Yyy'

2yx2y'—2yy':—4x3 - 2xy2; +2> yx2y' - yy':—2x3 - xy2
ﬁ 3 ﬁ x@ 2
- -2(_ ) - ()
2x° — xy :m(ﬁ 2, 2 2 "2

meen =y yx® -y 22" *F(*ﬁ) 2
2

—4./2 B 2-/2
8 8
2-/2 -2

8 2
:y—f:B(x—f) = 2x7_3(2x—2ﬁ) —2y- 2
= 0=6x-2y-2/2 +250=3x-y—-/2

=3 = EC.oy-y=m(X—X)

=6x—3./2
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5.5. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

La derivada del logaritmo natural (Ln u(x)); E(Ln u(x) = d(u(x))
dx u

(x)

d
La derivada de la funcion exponencial (e OI(e“(")) =™ . d(u(x))
X

En donde el nimero e, es una constante equivalente a €e=2.7182818

Ejemplo 27. Hallar la derivada de y= Ln(2x)

Solucion: Y =Ln(2x) = y'= i-d(2x)/dx 2 1
2X 2x X

Logp, (n-m) = Logpn + Logpm

n = —
Propiedades de los logaritmos: Logb(%n) = Logpn—Logpm
Logp, (™) = mLogpn

Para la funcion exponencial, se cumplen las mismas propiedades de los exponentes

conocidos en la funcién potenciacion. Adicionalmente a estas propiedades también se

cumple:
P In ) =x |7 ehx —x

Esto cumple debido a que la funcion logaritmica y la funcién exponencial son funciones

inversas.
. . 5 (x2 +1)(x +3)%
Eiemplo 28. Hallar la derivada de la funcion y = 1 .con x =1
X —_

usando las propiedades de los logaritmos.

Solucién: Aplicando logaritmo natural (In) a ambos lados del igual, queda:

%
Lny=In (X2 +(§}i(]33) ’ =1In [(x2 +1kx+3)y2}—ln (x-2

= In(x? +1)+In(x+3)y2 —In(x —1) = In(x? +1)+}é|n(x+3)—ln(x—1)

Derivamos en ambos lados de igual:
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2x+%1:y,=y[2x+%1]

YI
Y x2411 x+43 x-1 x2+1 Xx+3 x-1

Y,_(x2+1)(x+3)%[ 2x_ L o ]

(x-1) x2+1 X+3 x-1

El estudiante debe realizar este mismo ejercicio, pero aplicando la férmula de la derivada

para un cociente, y comprobar si llega al mismo resultado anterior.
Ejiemplo 29. Hallar las siguientes derivadas

a y=e = y=e7.d(-x)/dx=—""

b, y=e>™ — y'=e%™ . q(Senx)/dx = Cosx e ™

. 12x% —14x—e® 24x2

3
4x3 —7x% +5—e¥

. y=In(4x3-7x2+5-e%) =y

#'(X)

1. T(X)=In u(x) = f'(x) =
£(X)

2. f(x)=logy u(x) = f'(x) = M-Ioga e
H(X)

3. f(x)=e"" = f'(x)=e"" - u'(x)

4. f(x)=a"" = f'(x)=a"“u'(x).Ina

M(X) — variable
a — cte
e=27182...

Eiemplo 30. Hallar las siguientes derivadas:

2X
x% +1

a-y=|n(2x):>y':£:1b.yzln(x2 +)=y'=
2X X

C. y=x-Inx:>y‘=1-Inx+E-x=Inx+1
X
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RN

d.y=IhJx+1l=y'= (x+1)% = 20x+1)

2 2
o V= In{x(x+1)} NOTA: Aplicar las propiedades de los log aritmos

J2x® -1

1
= y=Inx+ In(x2 +1)2 — |n(2x3 —1)4

y=Inx+2-In(x? +1)—;In(2x3 ~1)

=Vy'=

1 2x2 X 1 6x? 1 4x 3x°
= T2 R S N T
X x“+1 2 (2x° -1 X x“+1 2x° -1

_(x=2°(x* +4)°

f.y
VX% +1

Aplicando las propiedades de los logaritmos

N\ 2(y2 5
ny=In (x=2)“(x 1+4)
obtendremos: (X2 _,_1)4

= Iny=2In(x —2) + 5In(x> +4)—;In(x2 +1)

y' 1 2X 1 2X : 2 10x X
Y _o. +5. = x> y'=( + = )Y
y X—=2  x“+4 2 x*+1 X—2 x24+4 x241
9. y:e2x—1:>y-:e2x—1_2
3 1 1 3
h. y:e4:>y=e‘3x —vy'=e X (3x‘2):%e4
X

i. y=x-e'=y=1le+e" Ix=e"+xe*

—x? 2 B 2
J. y:].e X4:>y'=le Xé(_ZX):xe X%
J2n 2 2 J2r

k. y=2"=y'=2".1In(2)
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J2 q b Jx

\/; X}é 1
Ly=2""=y=2 =y'=2 =X 2In2= -In2
y y y 2 2JX

Senx
COSX

n o y= :%In[c:os3 (4x2 +5)J:> y = 9Inlcos(4x2 +5)J
y —9  sen(4x® +5) 8x
cos(4x? +5)

0. y= 5.[In (esen3(2x2+5))]‘* = y=5sen®(2x? +5)Ine]
y =5sen**(2x* +5)
= y'=60sen™ (2x* +5)-cos(2x” +5)4x
y'=240xsen™ (2x* +5) - cos(2x” +5)

m. Y =100, COSX = y'=—

-log;pe=-tanx:-log e

— y'=—72xtan(4x? +5)

p. y= tan4 (esen(ln x2))

y.: 4tan3 (esen(ln x2)) . 8602 (esen(ln x2)) . esen(ln x2)x cos(ln X2) . 27)(
X

5.6. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

{y = arc.sen u(x)} Lye +u'(x)

y = arc.cos u(x) 1—[U(><)]2

{y = arctan u(x)} . tU'(x)
_ RPN
y = arc.cot u(x) 1+ [u(x]

: +u'(x)

() ueoF -1

=Yy

{y = arc.sec u(x)}

y = arc.csc u(x)
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Ejemplo 31. Derivar: a)y = arc.tan(3x) =y’ =

1+9x%
b) y=arcsen/x =Y = ;X_m = 1
| xW 2/xlL-x
02X 2 2

¢) y =arcsece’ =y =

EZX

0?2 1 B x/€4x _1

L2
d) y=arc.senXx+ x\/1— X" y simplificar lo maximo.

, 1 2 1 2\-1/2 1
=~ +1J1- ~@1- —2X)X _ 2 _
y e R e

\J1-— X2

_1+1—x2—x2 B 2-2x%  2(1-x?)

\1-x2 J1-x? ) Q- x%)H2

1-x

—2.0-x)221-x2 =y

1(1, x+1 e
f(x)==| = In—=—arctan x simplificar
0 100 3 30" -acianx] y simp

= f(x)= 1In X—H—Earc.tanx: EIn (x+1)—Eln(x—l)—larc.tanx:
4 x-1 2 4 4 2
gl 111 11
4 x+1 4 x-1 2 14+x2
= (x=DA+x%) - (X + DL+ x2) = 2(x +1)(x-1)
A(x+D(x =D)L+ x?)

,_x+x3—1—x2—x—x3—1—x2—2x2+2_ —4x? _ ~x? .,
2 o2 T ok Y
4(x° =1D(x“+1) 4x"-1) x" -1

f) Derivar y simplificar y(t) = tan(arc.sent)

y'(t) = sec? (arc.sent) ————
\1—t2
COS2Xx2  2.C0S2X

9 Y= tant (sen2x) = y'=

1+sen2 2X 1+sen2 2X

206



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

- x 1
hy Yy = arc.sen(ln x) = y'= =
\/1—(In x)2 le—In 2 x

5.7. RESUMEN DE FORMULAS DE LAS DERIVADAS:

Sitengo y = f(x) = % =y =f'(x)

Derivadas de las funciones algebraicas

1.Derivada de un monomio constante - f(x) =c = f'(x) =0
2. Derivada de un monomio variable - f(x) = ax™ > f'(x) = anx™!
3.Derivada de un producto — f(x) = g(x).h(x) = f'(x) = g'(x).h(x) + h'(x). g(x)

4.Derivada de un cociente — f(x) = 9(x) = f'(x) = 9'®)-h(x) ~ I'(x). g(x)

h(x) [h(x)]?

5.Regladela cadena - f(x) = a[w(x)]* = f'(x) = an[w(x)]* 1. w'(x)
Donde: w(x) puede ser funciéontrig.,log.,exp.,polinomica,etc.
y w'(x) es laderivada interna
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Derivadas de las funciones trigonométricas

© 0 N

10.
11.

f(x)=asenu(x)= f'(x) =
f(x )=acosu(x)= f'(x)
f(x) =atan u(x) = f'(x) =
. f(x)=acotu(x) = f'(x) =
f(x) = asecu(x) = f'(x) = a.secu(x).tan u(x). u'(x)

f(x) =acscu(x) = f'(x) = —a.cscu(x).cot u(x). 1'(x)

asec” (). 1'(X)
—a.csc” u(x). 4'(x)

Derivadas de las funciones Derivadas de las funciones
Exponenciales y logaritmicas trigonométricas inversas
3 oy M1(X) 16. y=arc.sen ,u(x)} Ly M)
12. f(X)=Inu(x)= f'(x) = 11(%) y= arc.cos;z(;() +/1 _‘[I(u()x)]z
_ o (X 17 Y =arctanu(x } A%
13 100 =log, 4(x) = £'(x) = “ ) log e |7 o) > o}
= arc.sec u(x -
14, f(x)=eY = f'(x) = "% (x) s ) L yo EHO
— 2
15. f(x) = a*® = f'(x) = a*™ ' (x).Ina y = arc.cscu(x) [} [ -1
5.8. MAS EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE DERIVADAS

Hallar dy/dx y simplique lo maximo:

Eiemplo 32. Y = X[sen(In x) + cos(In x ]

Solucion:  Y=1sen(In x)+cos(In x)]+ {cos(ln X), %— sen(In x), E}x

X

y'= [sen(In x)+cos(In x)]+%[cos(ln x)—sen(In x)]x

" y'=sen(ln x)+cos(In x)+cos(In X)W x)= y'=2cos(In x)

X2

Ejemplo 33. y = X

Solucién:
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=2x|nx+)1(-x2 = y'=(2x~|nx+x)y:x(2|nx+1)xx2

2
Y= (In x2 +1)><X +1

a
Ejemplo 34. y = X- In(a2 + xz)— 2X —2a-arctg—
X

< <,

%,_J
2X —ax™?
Solucién:  y'= 1In(a +x) 5 2;5—2—251-72
T——— a® +x a
— 1+ —
X
, 2x2 2a°
y:In(a2+x2)+22—2+ 5
a® +Xx o X“+a
X 2
X

] (az + xz)x In(a2 + x2)+ 2x% — 2(a2 + x2)+ 2a°
a® + x°

. (a?+x?)-In(a? +x?)+2x? —2a% —2x? + 23’
a®+x?

, ?)-Inla® ,
Y=(a +xa2+n ?)+X ):>yzln(a2+x2)

, 3,03 _qy.
Ejemplo 35. X" +Y = oX X

3x* +3y%-y=8-y+y -8x=3y’ y-8x-y=8y—3x°

Solucion: gy
. 8y —3x~°
3y? —8x

— 2 2
Ejemplozs. ¥ — X (arc -senx) —2X+ 2./1-x? -arc-senx

'

Solucién:

209



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

y'=1(arc-senx)’ +2(arc-senx)-

| -

-x—2+3(1—xz)_%(—ZX)-arc-sen X+
“ 2 ——

1-x2

1-x2 X

—_———

, 2  2X- arcsenx 2xarcsenx Z;zlc
y'=(arc-senx)” +

7 V Ji = (arc-senx)? //2'

y'=(arc-senx)?

Ejemplo 37. (X+ Y)2 _(X_ Y)2 =x* + y4

= 4y + Y 4x =4x° +4y3y’—> A= y+Xy= x3 + y3y’

, , 3 x5 -
Sy -yy=x—y=y(x-y?)=xP—y= y=2"Y

x—y?
. 1 ,\ arc-tanx
Ejemplo 38. y=|n x——In(1+x )—f
Solucioén: ( )
x—(1+ x?)-arc-tan x
1_1 oy _1+X2-x—1arc'tanx 1_ x .Y
X 2 1+x2 x? X 1+x°2 x?
1
o1 X x—(1+x2)arc-tanx x(1+x2)—x3—x+(1+x2)arc-tanx
y=_- 2~ 2 2 - 2 2
X 1+Xx X @+x) X @+x)
:x+x3—x3—x+(1+x2)arc-tanx:(y,/ﬂ/)arc-tanx
x2@4-x2) xzﬂyyﬁq)
, arc-tan x
y="—
X
x+2y
Ejemplo 39. X — 2y
Solucién: 2X:(1+2y')(x—2y)—(1;2y’)(x+2y)
, , (x—2§/)
2X:x—2y+2yx—ézyy—zx;22y+2yx+4yy :>2x(x—2y)2=—4y+4y'x
X—=2Y

=25 x(x=2y)" =2y +2y x = x(x-2y)* 2y = 2y'x

o x(x=2y) +2
oy X 2yx) y
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Eiemplo 40. X +tan®(xy)=0

Solucién: 1+3tan?(xy)-sec’(xy)1-y+yx)=0
-1

3tan?(xy)-sec’®(xy)

= 3tan?(xy)-sec’(xyJ1- y+yX)=—1= y+yx =

_ -1 Ly —1-3ytan?(xy)-sec?(xy)
3tan?(xy)-sec’(xy) 3tan?(xy)-sec’(xy)

y'X

._ —1-3ytan®(xy)sec’(xy)
3x-tan*(xy)-sec®(xy)

Eiemplo 41. _In (xy) — et

w =XV (1+y)= y+yx=xye* Y +xyeXVy

Solucién:

= y—xye*™Y =xye"Vy-y'x= y(l— xe* "V ): xy’(yeX+y —1)
- y(l— xex+y)
= x(yeX+y —1)

Ejemplo 42. Y2 =sen* 2x + cos* 2x
Solucion: 2y - y'=4sen> 2x-cos2x - 2+ 4¢cos° 2x - (- sen2x)2
. 4sen®2x-cos2x—4cos® 2x-sen2x _ 4sen 2x-cos2x(sen’2x—cos? 2x)

+2> Y=
y y
ym —2(2sen2x - cos2x)(cos? 2x—sen?2x)  —2sen4x-cos4x
y y
. —Sen8x
=y=
y

Ejemplo 43. Y= X-C0oS™* 2X—%\/1—4X2

2 —2 1 -
Solucién: Y'=1-cos™ 2X+ﬁ-x__(1_4x2) }/2(—8X)

2X 2X

+ = y'=c0s™" 2x
V1-4x?  \1-4x°

y'=C0s™ 2X—
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Eiemplo 44. Yy =X-Sec™ x—In(x+\/x2 —1)
1+ ;(x2 “1) 72 (2x)

1

Solucion: y'=1-seCtx+———— . x—

x/x% -1 X +/x% -1

1+ X
i 1 X «/X2 -2 _ 1 1 1
y'=sec x + - =sec i X+ -

Xx2 -1 x+-/x2-1 X2 -1 xf -1
%,—/
X2 -1+ x .
2 _1 1 = y'=sec X

X+/x% -1 \/x2 -1
1

Ejemplo 45. €% = sen(x+3y)
2X
Solucién: e -2:COS(X+3y)(1+3y'):>mS(XJrgy):lJr3y'

2X 2X
= 3y= 2e 1= 3y= 2e”* —cos(x +3y) . 2e** —cos(x +3y)

~ cos(x+3y) cos(x+3y) 7" 3cos(x+3y)

Ejemplo 46. _ X-Seny+x° =tan~'y

!

y

Solucion:  1-SENY+X-COSY -y +3x° = ,
1+y

y
1+y?
= (sen+3x? f1+y?)=y({1—x-cosy—xy? cosy)

B (seny+3x2X1+ yz)
~1-xcosy—xy’ cosy

3
Ejemplo 47 5tan4(ln(2x2 +1) j=5y2

Solucién: 5tan4[3.ln(2x2 +1)J= 5y2 =
' 34X

20tan3(3.ln(2x2 +1))-se02(3.ln(2x2 +1)) mley. y
X< +

seny +3x% = - xy'cosy:>[(sen y +3x2X1+ yz): y'—xy’cosy(1+ yz)]/(1+ y?)
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>>4\Oxtan (3 In(2x +1» sec (3 In(2x +1))

ldy(ZX +1)
2x% -1
e \2x? -
Ejemplo 48. Y = Aplique las propiedades de los logaritmos.
e -1

Solucion: Iny= (2x2 —1) Ine+— > In(2x —1) 3Inx-2 In(x2 —1)
Escriba aqui la ecuacion.

y 1 4x 1 2X

= _4x+=. ~3.--2.
y 2 (2x2 1) T x x4

y'—{4x+ 2x 34X }Xezle 2x% -1
2x* -1 x x*-1 x3(x2—1)2

Eiemplo 49.x - arc-tan2x —iln(1+ 4x* )= f(x)

2 1 8x
1-arc-tan2x+ X - > > =
Solucion: 1+4x 4 1+4x°  — f(x)=arc-tan2x
arctan2x+ 2% _ 2% _ f'(x)

1+4x° 1+4x%?

(x?-3)*.sen3(4x?)
(5x6—7x2+2)3.cos?2(3x2-1)

Ejemplo 50. y =
de los logaritmos.

: Aplique las propiedades

(x2—3)4.sen3 (ax?)
(5x6-7x2+2)3.cos2(3x2-1)

Iny=4 In(x2 - 3)+ 3In sen(4x2 )— 3In(5x6 —7x% + 2)— 2In cos;(3x2 —1)
y  4x2x 3005(4x )8x ~ 3(30x5 —14x) ~ 2(— sen(3x2 —1X6x))

y  x2 —3 sen(4x ) 5x8 —7x% +2 cos(3x2 —1)

4 —
[ £

Solucién: Antepongo log. Natural en ambas partes: . lny =In

+12x -tan(3x2 —1)} y

Ejemplo 51. f(x)=4sen™ %x+ Xv4—x°

Ca 4x -1
1%
4
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= A 82 daAC) o gy gy
4-x Ja-x? Jd—x

Eiemplo 52. 4y? -cos*(5x? )= 4-sen6(\/4x2 —1)
Solucién: 8YY cos® (5x? J+ 4y? -3cos? (5x2 |- sen(5x? ))-10x =

24sen®+/4x? —1-cosv/4x* —1- (4x - )Y “(8x)

8yy cos (5x )—120xy cos (5x )sen(5x )=(96xsen5 Jax? —1cos-/ax? —1)/-/4x% -1

8yy /4x> —10033(5x2)—120xy2x/4x2 —10052(5x2)sen(5x2)= 96xsen® +/4x? —1cos~/4x2 —1

ym 96xsen° vV4x* —1cosv4x* —1+120xy* v 4x* —1cos’ (5x2)sen(5x2)
8y~/4x2 —1cos® (5x?)

Eiemplo 53. G(X) = x-cot™ X+ In v1+ x?

—1
” 1 l(l+ XZ)A(ZX)
Solucion: G’(x):l-cot‘lx— S X+ 2 :
1+ X (1+x2)4
_ X _
=cot™ x— + =cot™ x = G'(x
1+x% 1+x° ( )

Eiemplo 54. 2In[cos 5x ] 4y - taneﬁl

Solucioén: 12In(cosSx ) 4y - tane"*’
_ 2
:>12( senox 2X10X)=4y'taner+sec e XL 1(X _1)y (2x)4y
COS5X -~ -~

I I
= 4y'tane XL 4 P sec’e™ ™ _ = ~120x.tan5x*

Jx? -1
. —120x/x2 ~1-tan5x? — 4xye ¥ .sec 2gx1
== 2 x21
4-/x? —1-tane

Ejemplo 55. In(senzx): e’ +cot™y
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2sen3x-cos3x-3 _ y

Solucién: 5 — >
sen” 3x 1+vy
X y, y, X - X 2
6cot3x=e" — = =e" —6Ccot3x=y=|e” —6¢cot3x\1+

Ejemplo 56. Y =5¢0s° v/4x* -1
Solucion: Y'=15c0s® v4x? —1(— sen+/ 4x> _1)% (4x2 _1)‘% (8%)

y= —60x-cos® v4x? —1-senv4x* -1
Vax? -1

| B (4x2 —3)5 - X°
Ejiemplo 57. Y = (X3 _1). e4X2_3

Soluciéon: Iny =5.1n(4x? —3) + 5.lnx — In(x3 — 1) — (4x? — 3).Ine
y _ 5x8x 5 3’ 40x 5 3x°

Apligue las propiedades de los logaritmos.

—= -8X = y'= +—— —8X [x
y 4x*-3 x x*-1 ! [4x2—3 X x*-1 J !

Eiemplo 58. Y = (X — 2)(X+1)
Solucién: Iny= In(x—2)(x+l) =Iny=(x+1)-In(x—2)

y 1 , Xx+1
2 =11 —2)+(x+1)——=vy=|I —2)+—=|
y n(x ) (x )X 5 y [n(x ) < Z}y

_ 4
Ejemplo 59. Y = (tan X+tan x)

, 1
Solucion: Y= 4(tan x+tan* x)3(sec2 X+—— j
1+x

Ejemplo 60. YX +1=2e"
Solucien:  YX+y=eY(yx+y)=yx+y=yxe” +ye?

= yx-yxe¥=ye¥ -y= y’x(l— exy): —y(l— exy):> y'=_%
Ejemplo 61. Y = e_x2 .cot X2
Solucién: Y = e (— ZX)COtX2 +e (— csc” x? XZX)

, g2
y'=-2xe ™ (cotx? +csc? x?)

Ejemplo 62. Y = (l+ x&)e
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Solucién: yﬁe@A~JXY4(;X€é):>ylzdi;j§y4

arctanx
Eiemplo 63, Y = (tan x)
In y = In(tan x

. )™ = In y = arctan x- In(tan x)
Solucion: Ny
z 2
sec? x
=Y —-In(tan x)-+arctan x-
y 1+x° —— —— fanx
— —

2
v {[In(tanzx)] , sec x-arctan x} (tan X"
1+ X tan x

X

Eiemplo64. Y= In

1+ 0%
Solucién: y:IneX—In(1+ex):>y:x-lne—ln(1+ex)
0 1+0%-0*
=x-In{l+e* )= y=1- = =y=
g ( ) y 1+ 0% 1+ 0% g 1+ 0%

. v 2x+1
Ejemplo 65. Y = X

Solucion: Iny=Inx>1 = ny=(2x+1)-Inx= ) =2. Inx+(2x+1)E
y X
. 2x+1
yz(z.ln X+ ]x“”
X

Ejemplo 66. COSX” = X-€”
Solucion: —senx’-2x=1-e’ +x-e’y = -2x-senx’-e’ =xe’y’

. —2xsenx? —¢Y
= y'=
X0V

Eiemplo 67. f(X)=%( V1-x° +arcsenx)

Solucién: f’(x):;[l-x/l—xz+x;<1—x2)_%(—2x)+ ! J

x/l—X2

1 X2 1 1(1-x%2—x?+1

1"(x):{1-xl—x2 - + J:( J
2 J-x? J1-x2) 20 a1-x?
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Ejemplo 8. (X)=,/In T
Solucién:  f(x)=(In(1+ x)—ln(l—x))}/2 =N f’(x)=%(ln(1+ x)—In(l—x))_%(i—ﬂj

#(x) = 1 {1—x+1+x}: 1 2 1

_ 12 = f'(x)=
2 /In“—x L+ x)1-x) 2 {In1+—x 1=x (1—x2)-ln1+—x
1-X 1-x 1-x

2 2
Eiemplo 69. € ox )-In(xz +cos4x2)= cos(xz-yB)

vV

Solucion: esenz(3"2).23en(3x2)-(:os(3x2)-6x-In(x2 +cos4x2)+

esen2(3x2) 2X —sen4dx? -8x
———""  x2 +c0s4x>

— —sen(xz.y?’)- (2xy3 +x2 -3y2y')

2

2
= es‘”‘z(S"Z){le-5en(3x2)-cos(SXZ)In(x2 + cos4x2)+ 2X —8xsen4>2< } =
X +C0s4x

—2xy3sen(x2y3’)—3x2 y2y'sen(x2y‘°’)

—2xy* sen(x2 y? )— 659”2(3X2){12x -sen(3x2 )cos(3x2 )In(x2 +cos4x> )+ 2x—8xsen4x}

y = x* +C0s4x°
3x%y? sen(xzyS)
. g 2
Ejemplo 70. Encontrar una ecuacion de la recta normal a la curva y=( ) )2 en
X“—2x-4

el punto (3,2)

Solucién: Y= 2(x2 —2x—4)_2 =y = —4(x2 —2x—4)_3(2x—2)
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. —-42(x-1)  -8(x-1) _m(x)

i (x2 —2x—4)3 ) (x2 —2x—4)3 )

x x
m(3)= ~82) _ -16 =16=m; = my =-1/16

9-6-4F (-1 —— ————

Pendiente de la recta tangente Pendiente de la recta normal

m=-1/16 1
yyr =mex-xa) P(3,2) }:y_zz‘ﬁ(x—?ﬂ

=16y -32=-—x+3 = X+16y-35=0

Eiemplo 71. Encontrar una ecuacién para cada una de las rectas tangentes a la curva
3y =x3-3x% +6x+4 (3), que sean paralelas alarecta 2X—y+3=0
Solucién: 2x—y+3=0 3y = x> —3x% +6x + 4
2x+3=y—>m=2(1) 3y'=3x% —6X+6

+3—>y'=x2 —2x+2=m(x) (2)
(1)=@2)>2=x2-2x+2=0=x%-2x= 0=Xx(X -2)

Lol
X1 =0 Xxp=2

X, =0en(3)—>3y=4=y, =4/3

x2:2en(3)—>3y:8-12+12+4:>y2=132=4

4 3y-4=6x
P (0.4/3) A oo +0) = Y TAE0X
1—2 }y—ylzm(x_xl):y g = 2 O= "y
m= 0=6x-3y +4
P, (2,4)

m=2 }y—4:2(x-2):y—4:2x-4:>022x-y

Eiemplo 72. Encontrar una ecuacion de la recta normal a la curva y = X.A/16 + x? en el

origen.

Solucion: Yy =X(16 +x%)¥? = y'=1.(16 + x?)¥2 +;(16+ x2) Y2 (2x)x
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y'=m(x) = /16 + x? + x> _16+x%+x® _16+2x°

/16 + X2 /16 + x2 16 + x2
16+0 16
mO)=—"—— —_=""=4=m ma =-1/4
©) J16+0 4 T = MN Y
= 1

My =-1/4 ~0=-=(x-0

P00 j|y_y1:m(x_xl):> y 4 X0

0.0) dy=-x=>x+4y =0

Ejemplo 73. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes horizontales a la curva

y=x>+4x% =5x (1)

-8+./64-4(3)(-5) -8+-/124

Solucién: y'=3x% +8Xx-5=0=>X = 23 8

_-8+-124 _-8+11.1
X= ———— = Xy = ———
6
x; =0,52en (1) - y = (0,52)° + 4(0,52)*> —5(0,52) = 3,82 = y = 1,38
X, =-3,18en (1) » y = (-3,18)> + 4(—3,18)? —5(—3,18) = 24,19 = y = 24,19

=0.52; Xx,= _8_6111 =-3.18

Ejemplo 74. Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes la curva X2 + y2 =25 enel
punto (4, -3)

-4
-3

Solucién: 2x+2y.y'=0:>y'=—§X:>m(x, y)=-"=m4-3)=_=4/3
y y

Y=Yy =m(X-X;)

:>y+3:%(x—4):>3y+9:4x—16:>0:4x—3y—25

Ejemplo 75. Hallar la ecuacibn de la recta tangente a Ila curva

y = sen(xy) en el punto B(z ,1}

Solucion:  y'=cos(xy)(y + Xy') = y'= ycos(xy) + xy'cos(Xy)
y'-Xy'cos(xy) = ycos(xy) = y'(1- xcos(Xy)) = y.cos(xy)

y.cos(xy) jm(ﬂ’lj: l.cos(z/2) _ O

1— x.cos(xy) 2 1—%.005% 1-0

=0=m

y'=m(x,y) =

Ec. > y-y; = m(X-X;) :y—lzo[x—Zj:yzl

https://www.youtube.com/watch?v=1652maJKaOM&feature=emb logo
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5.9. EJERCICIOS PROPUESTOS SOBRE DERIVADAS

Ejemplo. Encuentre la primera deriva y simplifique lo méximo en los siguientes

ejercicios:
a.y=>5 b. f(x) = 4x5
c. f(x) =5x7 + 8a? d. f(a) = 5x7 + 8a?
5x°> —8x3 +4x — 6x* — 4 f. g(x) =5x3(5x2 + 7x — 4)
e f(x)=

2x*

g. h(x) = SW

5x3

h. f(x)=m

i. f(x)=5(x3—5x2%+8)*

j. f(x) = (x —2)°(Bx + 6)*

k. f(x) = 5/ (x* — 2x3 + 5)2

s |(x3 — a?)3
LI = (G

m. f(x) = 2.sen(5x?)

n. g(x) = —5.cot(4x3 — 8)

0. h(x) = 3.sec(4x® — 2x% + 6)

p. k(x) = 5.cos(m/3)

q. f(x) =7.csc*(5x? — b?)

r. f(x) = In(5x3)

o s|(x2 —a®)*. (5x% + b)3
s. f(x) = ln\/(x7 + b2)6. (x> + a2)?

t. f(x) = log;(5x* + b?)

4x2+tan(6x3))

u. gx) = Z.e(

v. h(x) = 5(6x3+cos(3x2—6))

w. k(x) = 2.arc.cos(4x® — a?)

x. k(x) = 5.arc.tan (5966 - cos(7x2))

y. f(x) = arc.csc(5x3 +5)

z y=(5x3+2)6x°8

aa. 3x?y3 —cos(5x*) = tan(y3) + 6x3y°>

https://www.youtube.com/watch?time continue=9&v=-ryKFsvKG4s

https://www.youtube.com/watch?v=GgXVdPcm4m8

https://www.youtube.com/watch?v=7Y-cRErb 9k

https://www.youtube.com/watch?v=S4Knd3DAM4A

https://www.youtube.com/watch?v=HHIIXGlilxk

https://www.youtube.com/watch?v=g7rEEUHISUO

https://www.youtube.com/watch?v=vDPLvnrDFxl

https://www.youtube.com/watch?v= pm6600Qjf0

https://www.youtube.com/watch?v=FbWKDhw]I-i8
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https://www.youtube.com/watch?v=S4Knd3DAM4A
https://www.youtube.com/watch?v=HHllXGliIxk
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Encuentre las derivadas de las funciones dadas:

1. f(t)= (2t -6t +1)8

N

10.

11.
12.
13.

14,

15.

16.
17.

. y=(2x-5)*(@6x2 -5

y = cos(x®)
y = cos(tanx)

y = sec? 2x —tan?2x

y =tan?(x®)

y = cosz[l_x&j

1+/x

y = c0s2(cos x) + sen’(cos )

Y =/X+-/x

-1
P(t) = Kl+ ?j + Bt}

x> —xy+y®=8
2y% +3/xy =3x* +17
x*+y* =16
2xy = (x* + y?)¥?
y
X-y
cos(X—y) = ysenx
Xy = cot(xy)

= x2 41

-16(2t - 3)

(2t? —6t +1)°

, 8(2x—5)3(—4x? +30x —5)
) (8x2 —5)*

R/ 'y’ = -3x®sen(x®)

R/ y’ = -sen(tanx)sec? x
Ry =0

R/ (1) =

Ry

R/ y' = 6x%tan(x3)sec? (x3)
oy = s W) e 5

R/y'=0
RIY = [L+1/(2-/x) |12 /x + /x)

RIP'(t) = 2+ 2ty + 3t ot + 22 + 3

R/ y'= (y-2X)/(3y° — X)

R/ y'= (18x - x 23y j(12y + x¥3y~2/3)

RIy'=-x°/y°

R/ y'= (3% /X2 + y% —2y) /(2x — 3y~ /x? + y?)
R/ y'= (y/x) +2(x- y)°

R/ y'= [sen(x - y) + ycosx]/[sen(x — y) —sen x|
RIy'=-y/x

Considere a “y” como la variable independiente y a “y” como la variable dependiente
aplique la derivacién implicita para encontrar dx/dy.

18.

vy ExPy? +yxt =y +1

dx

Rliz
dy

1-4y® —2x%y —x*") [(2xy? + 4yx®)
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Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva dada en el punto indicado.

19X Y 4 (=5, 9) (Hipérbola). R/5x+4y+16=0
16 9 "4 ' y
20. y2 =x3(2-x), @1 R/y = X

21. 2(x? +y?)2 =25(x> —y?), (3,1) R/9x+13y-40=0

Encuentre las derivadas primera y segunda de la funcién dada:

22.f£(x) =x*=3x3 +16x R/ f'(x) = 4x3 -9x? +16, f"(x) =12x> —18x

23.h(x) = +/x% +1 RN (x) = x/+/x% +1, h"(x) =1/(x? +1)%?

24.F(s) = (35 +5)8 R/ F'(s) = 24(3s+5)", F"(s)=504(3s +5)°
X

25.y=—— R/ v'= 1 "— 2

“Y Ty Y= T VT Py

26.y = (1—x2)¥* Rly'= —zx(l— x2) Y4y = 2(1— x2) 4 (x? = 2)

27.H(t) =tan®(2t - 1) R/ H'(t) = 6tan? (2t —1) sec? (2t —1)
H"(t) = 24tan(2t - 1)sec* (2t —1) + 24tan®(2t - 1).sec? (2t —1)

Encuentre y’”.

28.y =ax® +bhx+c R/y'"'=0

29.y =-/5t-1 RIy"'= 3;5(5t —1)752

Obtenga la derivada de las funciones dadas:

30. f(x)=e"* R/ f'(x) = e/ /(2./X)

31. y = xe?¥ R/ y'=e?*(2x +1)

32, y =g R/ y'=e*“®**(cosx - xsenx)

33. y =tan(e*?) R/ y'=3e32sec? (e342)

34, y = e” R/ y'= (3 +2e%) /(L +e¥)?
1+¢*

35. y = x° R/ y'=ex®?
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36. f(x)=In(x+1) R/ f'(X) =1/(x+1)
37. f(x)=In(cos x) R/ f'(x) = -tanx
38. f(x)=In(2—x—x?) R/ f'(x) = (-1-2x)/(2- x - x?)
39. f (x) = x2 In(L—x?) R/ f'(x) = 2xIn(L-x?)—=2x3 /(1—x?)
40. (x) =logs(x? —4) R/ £'(x) = (logs €)2x /(x? —4)
41. y = xInx R/y'=1+Inx
42. y =logqg X R/ y'=1/(xIn10)
43. f(x) = -/xInx R/ f'(x) = (2+InX)/(2-/X)
44. g(x)=In2=*% R/ g'(x) = —2a/(a? — x?)
a+Xx
45. F(x) = In-/x R/ F'(x) =1/(2x)
46. f(t) =log, (t* —t2 +1) R/ '(t) = (log, e)(4t® — 2t) /(t* —t% +1)
47. h(y) = In(y® seny) R/ h'(y) = (3/y) +coty
1-1 ,
48, g(u)=1+|:E R/ g (u):-2/[u(1+|nu)2]
49. y =(Insen x)3 R/ y'=3cotx(Insen x)2
50. y = '”X2 Ry = b+ x2(1-21In x)Hx(1+ x2)2]
1+ X
1\3/5 |
51. y= In(ztlj R/ y'= —6/[5(x2 —1)]
52. y = Inx3 - x2 R/ y'= (3x - 2)/[x(x -1)]
53.F(x) =e* Inx R/ F'(x) =e*(Inx +1/x)
54.G(x) = tan 1(x%) R/ G'(x) =3x?/(1+x°)
55. y =sen 3(x?) R/ y'=2x//1-x*
56. F (x) = tan*(x/a) R/ F'(x) =a/(a% +x?)
57.H(x) = (L+ x®)arctanx R/ H'(x) =1+ 2xarctanx
58.g(t) = sen L(4/t) R/ g'(t) = — 4/-/t* —16t2
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59.G(t) = cos * -/2t—1 R/ G(t) = -1/ /2(-2t2 +3t -1

60.y =sec™ S x? R/ y'= x/ﬂx\(l+ x2)]

61.y =tan*(sen x) R/ y'=cos x/(1+sen? x)

62.y = (sen* x)/cos ! x R/ y'= ﬂ[zﬂ(cos‘l x)z]

63.y = (tan*x) Rl y'=-1/|a+x?)(tanx)?]

64.y = x2 cot 1 (3x) R/ y'=2xcot ™+ 3x — 3x? /(1 + 9x?)

65.y:arcos(b+acosxj R/ y‘:«/a2 —bz/(a+bcosx)
a+bcosx

66.9(x)sen2(3x + 1) R/ g'(x) = 3/-/— 9x2 — 6x

67.5(x) = sent (tan_lx) R/IS'(X)=1/| 1+ xz)Jl— (tan_lx)2 }

68.G(x) = Jese ™ x R/ G'(x) = —1/[2x¢(x2 -1) csct x}

69U (t) = 22rctant R/U'(t) = 227" (1n2) /(1+ 12)
70.Si g(x) = xsen_l(x/4) + m encuentre g'(2). R/ g'(2)=x/6
71.f (x) = tanh3x R/ f'(X) = 3sech?3x

72.h(x) = cosh(x*) R/ h'(x) = 4x3 senh(x*)
73.G(x) = x2 sechx R/ G'(x) = 2xsechx — x2 sechx.tanhx
74.H (t) = tanh(el) R/ H'(t) = ' sech?(e!)

75.y = xCOshx R/ y'= x°°"X[senh x.In x + (cosh X) /]
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5.10. MOVIMIENTO RECTILINEO

N3\ [JXe MR N Posicion de una particula en movimiento

Una particula se mueve sobre una recta horizontal segtin la funcién posicién s(r) = - + 4t
+ 3, donde s se mide en centimetros y t en segundos. ;Cudl es la posicion de la particula a
0, 2 y 6 segundos?

Soluciéon Al sustituir en la funcién posicién obtenemos
s(0)=3, s(2)=17, s(6)=—0.

Como se muestra en la FIGURA 4.1.1, s(6) = —9 << 0 significa que la posicion de la particula
estd a la izquierda del punto de referencia s = 0.

s(6) s(0) s(2)
—+—+—ttt+++—+—++—+—+—+++—+—++—+—t+>»=s
—10 -5 0 5 10
FIGURA 4.1.1  Posicién de una particula en varios instantes en el ejemplo 1 |

Posicion: s(t) (cm.)

Si observamos, s(t) = —t? + 4t + 3

Es una funcién cuadrética concava hacia
abajo (figura de la derecha) y asemeja un
movimiento parabdlico de una particula.

El ejemplo 1 nos dice que la particula se
mueve sobre una recta horizontal, pero si
pensamos que €S un movimiento
parabdélico lo entenderemos mejor.

Fig. 1

225



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO

ARANGO.

GRUPO GNOMON

I Velocidad y aceleracion Si la velocidad media de un cuerpo en movimiento sobre un

intervalo de tiempo de longitud At es

cambio en posicion _ s(z + Ar) — 5(1)

cambio en tiempo At

entonces la razén de cambio instantdnea, o velocidad del cuerpo, estda dada por

v(f) = lim
( ) Ai—=0

Asi, tenemos la siguiente definicion.

st + At — s(0)
At '

Definicion 4.1.1 Funcion velocidad

velocidad v(f) en el instante f es

Si s(f) es una funcién posicion de un objeto en movimiento rectilineo, entonces su funcién

dr
La rapidez del objeto en el instante £ es [v(r)].

ds
u(f) = =

La velocidad se mide en centimetros por segundo (cm/s), metros por segundo (m/s), pies
por segundo (pies/s), kilometros por hora (km/h), millas por hora (mi/h), etcétera.
También es posible calcular la razén de cambio de la velocidad.

Definicion 4.1.2 Funcion aceleracion

aceleracion a(r) en el instante ¢ es

Si w(r) es la funcion velocidad de un objeto en movimiento rectilineo. entonces su funcion

_dv  d%s
a(t) = 4r =~
- —

Las unidades tipicas para medir la aceleracién son metros por segundo por segundo (m/s%),

pies por segundo por segundo (pies/s®), millas por hora por hora (mi/h%), etcétera. A menudo,
las unidades de la aceleracion se leen literalmente “metros por segundo al cuadrado™

==\ Ko le-8 Otro repaso al ejemplo 1

En el ejemplo 1 las funciones velocidad y aceleracion de la particula son, respectivamente,

v{r)=%= 2 +4 y a(1)=%=—2.

En los instantes 0, 2 y 6 s, las velocidades son v(0) = 4 cm/s, v(2) = 0 cm/s y v(6) = —8

cm/s, respectivamente.

De igual forma se observa que

v(t)= - 2t+4 es una funcion lineal con
pendiente negativa (-2), tal como se
observa en la grafica debajo.

De 0 a 2 seg. La velocidad esta
disminuyendo; mirando la fig. 1 se ve
I6gico que la particula mientras sube va

También se observa que a(t)= - 2 es una linea
recta horizontal. Su aceleracion es -2cm/seg?.
Es decir, cada seg. Su velocidad esta
disminuyendo en 2 cm/seqg.; y cada
segundo que pasa la aceleracion es la
misma (-2cm/seg?)
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disminuyendo su velocidad; y su altura Aceleracién - a(t)(cm/seg?)
méaxima esta cuando t=2seg., de ahi en 2 ’ ¢
adelante la particula comienza a bajar, 6
por lo tanto aumenta su velocidad pero :
se coloca negativamente por ser un
vector que cambia su direccion. 2
t(seg.)
Velocidad: v(t) (cm/seg) SEHSSLastELascuusseusesheanE 0 A= Eo, 2) fc =6.-2)
t)sz —2t+4 a(t) = -2 T B=(2 -2)
-4
6 Fig. 3
A=(0 4)

B=(20) t(seg.)
-2 0 8 10
-2
-4
-6
B C = (6, -8)

Fig. 2

Ejercicios 4.1

En los problemas 1-8, s(f) es una funcion posicion de una
particula que se mueve sobre una recta horizontal. Encuentre
la posicion, velocidad, rapidez y aceleracion de la particula
en los instantes indicados.

L. s() =42 — 6t + 1; r=%.:=3

2.50=Q2t—6% t=11=4

Ls()=—-1+32+1 t=-21t=2

4. s0=t'—-F+¢r t=-1,t=3
1 1

5. 5(f) =t P r—4.t—1

. I SR

6.5(:)——r+2. t=-11t=0

7. s(f) = t + senTt; r=1.r=%

8. s(t) = t cos mt; r=%,r=1

Respuestas:

Ejercicios 4.1, pagina 195

1. —1,19: —2,18; 2,18; 8,8
3. 18,6; —23,1; 23,1; 18, -6
5. —14—5 0, 17.2; 17,2; —128, -2

En los problemas 9-12, s(f) es una funcién posicién de una
particula que se mueve sobre una recta horizontal.
9, s(n=1"—41 -5
a) ;Cuil es la velocidad de la particula cuando s(f) = 07
b) (Cudl es la velocidad de la particula cuando 5(f) = 7?7

10. s(t) = > + 6t + 10

a) ;Cudl es la velocidad de la particula cuando s(f) =
u(t)?

b) ;Cudl es la velocidad de la particula cuando v(f) =
—a(t)?

sy =1 —4t

a) ;Cuidl es la aceleracién de la particula cuando u(f) = 27

b) ;Cuadl es la posicion de la particula cuando a(f) = 187

¢) (Cudl es la velocidad de la particula cuando 5(f) = 0?7

s =1 —32+ 8

a) ;Cudl es la posicion de la particula cuando v(f) = 0?

b) ;Cudl es la posicién de la particula cuando a(f) = 0?

¢) ;Cudndo desacelera la particula? ;Cudndo acelera?

11.

12.

Respuestas:

7.1 l—m 1 #—1,1: 0,72

1.
eEp
9. a) —6,6
11. a) —6V2,6V2

b)
b)

— 8.8

15 c)—4,8
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5.11. LA DERIVADA COMO RAZON DE CAMBIO.
RAZONES RELACIONADAS

En este numeral veremos algunas aplicaciones en las que la derivada se usa para
representar e interpretar las razones en las cuales cambien las cosas en el mundo que nos
rodea. Es natural pensar en el cambio en términos de dependencia respecto del tiempo;
como la posicion, la velocidad y la aceleracion de un mévil, pero no es tan necesario ser tan
restrictivo. El cambio con respecto a variables distintas del tiempo puede estudiarse de la
misma manera (en mercadeo, la relacion entre el precio y el volumen de ventas, el area de
una superficie geométrica y sus medidas, etc.). Estas preguntas pueden expresarse en

términos de la razén de cambio de una funcién con respecto a una variable.

Movimiento rectilineo y en caida libre. Desplazamiento, velocidad, rapidez y aceleracion.
Supongase que un objeto se mueve a lo largo de una recta coordenada, de modo que

conocemos su posicion “s” en esa recta como una funcion del tiempo s = f(t) .

La velocidad promedio del objeto en un intervalo de tiempo At es:

Velocidad promedio = & = M
At th -1
La velocidad instantanea. Es la derivada de la funcion de posicién S = f(x) con respecto al
tiempo. En el instante t es:
v(t) = ds_ lim  f(t+At)-f(t)
d At—>0 At

Ademas de decirnos la rapidez con la que el objeto se mueve, la velocidad también nos dice

en qué direccion se mueve. Cuando el objeto se mueve hacia delante (“s” creciente), la
velocidad es positiva; cuando el cuerpo se mueve hacia atras (“s” decrece), la velocidad es
negativa.

La rapidez, es el valor absoluto de la derivada. La rapidez mide la razdn de progreso hacia

delante, sin considerar la direccion.

Rapidez=|v(t)| = ‘ds dt‘

Definicién: La aceleracion es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo. Si la

posicién de un objeto en el instante t es s = f(t), entonces la aceleracion del objeto en el

_dv_d?s

- Calt)=—=—
Instante t es: ( ) dt dt2
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. - o _ 2
Recordemos que la ecuacion del movimiento en caida libre de un cuerpoes S = 2 gt

en donde “g” es la gravedad de la tierra. (9.8 m/seg?).

"X (metros)
Eiemplo 1. Para la figura, se muestra la ® 1.0
caida libre de una pesada bola de o 1g
rodamiento soltada desde el reposo en el
instante t = 0.
e Cuantos metros cae la bola en los o L2
primeros 2 segundos?
e Cuales son su velocidad, su rapidez
y su aceleracion en este instante? o _llla0

Solucién: La ecuacion métrica de caida ess=4.9t2. Durante los primeros dos

segundos, la bola cae: $(2) = 4.9.(2)2 =19.6mt.

En cualquier instante, la velocidad es la derivada del desplazamiento:

v(t) =s'(t) =9.8t. Ent=2,lavelocidad es v (2) =9.8 (2) =19.6 m/s

La aceleracion en cualquier instante t es: a(t)= v'(t) = s”(t) = 9.8 m/s?.

En t = 2s, la aceleracion es 9.8 m/s?.

Ejiemplo 2. Una explosion de dinamita lanza una roca directamente hacia arriba con una

velocidad inicial de 150 pies/s. La roca alcanza una altura de s = 160t -16t?pies después de

t segundos.

A qué altura llega la roca?

Cuales son la velocidad y la rapidez de la roca cuando esta a 256 pies sobre el
suelo y subiendo? Y bajando?

Cudl es la aceleracién de la roca en cualquier instante t durante su vuelo (Después
de la explosion)?

Cuando llega al suelo otra vez?

Solucién.

“ 0

En el sistema coordenado elegido, “s” mide la altura del suelo hacia arriba y negativa
hacia abajo. El instante en el que la roca esta en el punto mas alto es aquel cuando
la velocidad durante el vuelo es cero. Por lo tanto, para encontrar la altura maxima,

todo lo que hay que hacer es encontrar ds/dt e igualar a cero; y evaluar “s” en ese

tiempo.
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En cualquier instante t, la velocidad es:
v=0s/ —d(t60t —16t2)/dt = (160 — 32t) pies/ s

La velocidad es cero cuando v = 0, entonces:

160-32t =0 =t = 5seg.

La altura de la roca ent = 5 seg. es: Smax = S(5) = 160(5) — 16(5)? =400 pies.

e Para hallar la velocidad de la roca a 256 pies cuando sube y de nuevo cuando baja,

hallamos los dos valores de t para los cuales:

s(t) =160t —16t2 = 256 = 16t2 — 160t + 256 =0
Resolviendo esta ecuacion tenemos t =2 seg. Y t = 8 seg.
La roca esta a 256 pies sobre el suelo 2 segundos después de la explosion y de nuevo
8 segundos después de la explosion. Las velocidades de la roca en estos instantes son:
v(2) =160-32(2) = 96 pies/s
v(8) =160 —32(8) = —96 pies/s
En ambos instantes la rapidez de la roca es 96 pies/s.

e En cualquier instante durante su vuelo después de la explosién, la aceleracion de la
rocaes a(t) = d%t =d (160 — 32t )/ dt = —32 pies/ 52

La aceleracion es siempre hacia abajo. Cuando la roca sube, la frena; cuando cae, la

acelera.

e Laroca toca el suelo en el instante positivo t para el cual s = 0. la ecuacién 160t —
16t? = 0 se factoriza como 16t (10-t) =0, asi que las soluciones sont=0yt=10. en
t = 0 ocurrié la explosion y la roca fue lanzada hacia arriba. Regreso al suelo 10
segundos después. El grafico del desplazamiento es una parabola, de la siguiente

forma:
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400 )

350}

300

250 S=160t-16t"2

200

100
v=160-32t

50}

Eiemplo 3. Una bola de nieve esférica se derrite de manera que su volumen disminuye

a razon de 1cm3/min. ¢ A qué velocidad disminuye el didmetro cuando mide 10 cm?

Solucién: Obsérvese que la bola de nieve se derrite a una velocidad constante (Cada
minuto su volumen disminuye 1 cm cubico). Pero esto no quiere decir que su Didmetro
también disminuya a una velocidad constante.

Cuando se va a resolver un problema de razén de cambio se deben seguir los siguientes

pasos:

Pasos:

1. Hacer una gréafica acorde con el enunciado del problema (siempre que sea posible)
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2. Colocar lo que me dicen, jqué cambia dv 1cm3

con respecto al tiempo!, y lo que me dt ~ min.

piden que halle, ¢cédmo cambia con (dD

respecto al tiempo? k dt )Dzlocm.

2

o ==
Unicas variables son lo que me V. ==mR> (1)

3
D
\P=2R=-=R(2)

3. Hallar una ecuacién donde las

dicen qué cambia con respecto al
tiempo y lo que me piden que

halle ¢como cambia con

respecto al tiempo? (ecuacién @ en(@):Ve =3 (E) =3y
matriz) T 4 ., .
V, = ED (Ecuacion matriz)
4. Derivo la ecuacion matriz V. = ED3 -1 av _ 3.7 p2 abp _ T p2 dab
i e “dat ~ T'e  Tdt 27 Tdt
con respecto al tiempo vy
av
despejo lo que me estan dD Z'E
pidiendo dt - 1. D2
(dD) 2x*x—1 A cm.
dt/p—1oem.  m.102 min.

((d—D) Sl 0015
i dt D=20cm. TT. 202 ' min. i
.. dp 2.(-1) |dD 2% -1

Tengamos en cuenta lo siguiente: T ez 2 { (a)nzwcm. =707

cm.
=—-0.0064—— }
min. |

| (dD) C2x-1 OOZSCm' |
( (a p=sem.  T.5 min. )

Se observa que el diametro esta disminuyente de una forma cada vez mas rapida
https://www.youtube.com/watch?v=9juEadOqgfbA

Eiemplo 4. Se bombea aire en un globo a razén de 4,5 pulgadas cubicas por

minuto. Hallar la razén de cambio del radio cuando éste es de 2 pulgadas.

Solucién: ((ji\t/:4'5"3/min @
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(de _
dt Jr_or

v=tR3 o oy g2 R
3 dt dt

dR _dv/dt _ 45

dt  47R%  47R

(de o= = 0.09"/ min,
2
dt 47(2)

el radio crece cada vez mas lentamente

Ejiemplo 5. Una piedra se deja caer sobre un estanque en reposo y produce ondas
circulares concéntricas. El radio r de la onda exterior crece al ritmo constante de 1 pie/seg.

cuando su radio es de 4 pies, ¢ a qué ritmo esta creciendo el area total A de la zona

perturbada?.
Solucién:
d—R-lpie/seg. A=ﬂR2:>de=2ﬂRde=>de=2”R(1)
dt dt dt dt
(dA] =9 (dA) =2rx4x1=251 pies2 / seq.
dt Jr_yg dt

(Observamos en (1) que el area crece cada vez mas rapidamente)
Ejiemplo 6. Un avién vuela a 6 millas de altitud horizontalmente, acercandose hacia la

posicién de un radar. Sea s la distancia (en millas) entre avion y radar. Si s esta decreciendo

a razon de 400 millas por hora; cuando s es 10 millas, ¢ cual es la velocidad del avion?.

Solucién: V= [ﬁj TX,
di s=10millas :

h=6
millas

v=[dXJ =?; %--400 millas / hora; 52 =62 1 x2
dt Js_10 dt
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o 258 g X dx_sdydt _10(400) _ gh iyjas i,
dt dt dt x 8

s2 =36+ x% = x=/s?—36 =102 -36 =8

Eiemplo 7. Se arroja arena en un monton cénico a razén de 100 pies cubicos por minuto.
Hallar la razén de cambio de la altura del montén cundo su altura es 10 pies (Supongamos

gue el radio del cono es igual a su altura).

Solucién: fjht/:lOO pies® /min h
(dh) =7; R =h;
dt h=10pies =h
v = R%h _ 7h®h _ 7 s
3 3 3
dt dt dt 7zh
(dhj _ 10 =£pies/min
dt /i 10 7x10% 7« .

https://www.youtube.com/watch?v=yV a8bQYNWc

Ejemplo 8. Una camara de televisién sigue desde el suelo el despegue vertical de un

cohete, que se produce de acuerdo con una ecuacién S — 50t~ ,con senpiesyten
segundos. La cAmara esta a 2000 pies del lugar de despegue. Hallar la razén de cambio del

angulo de elevacion de la camara 10 segundos después del despegue.

Solucién:

0 SISOtz
/ l

x=2000 pies
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(dgj =7; tan@= S
dt t=10seq. X

do 2t do 2t
tan49=50t2:1t = sec” QE 40 :>d'[:4059026’:>
2000 40
2 S 2 2

df _tcos”6. perg tang=>=" _ _10 -2
dt 20 X 40 40

do 10
:(j =~ cos’ 68.2° ~0,069rad / seg

dt t=10 seg 20

Eiemplo 9. Una escalera de 25 pies de longitud esta4 apoyada en una casa, como indica la
figura. Si la base de la escalera se separa de la pared a razén de 2 pies/seg., ¢a qué

velocidad esta bajando su extremo superior cuando la base esta a 7 pies de la pared?

25
[
>
2 pies / seq
Solucién:
(drj =72 252 =r24+x?>=0-= or A | oy O
dt dt dt 25
ﬁ _ - 2xdx/dt r L
dt 2r
Six=7=25°=r?>+72=r=24 X— _
N (dr) -7.2 _ -7pies dx/dt=2 pies/seg.
dt /,_- 24 12seg

Ejemplo 10. Todas las aristas de un cubo estan creciendo 3 cm/seg. ¢con qué rapidez

cambia el volumen cuando cada arista tiene 10 cm?.

235



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Solucion:
da —ch/seg =V =a’ :>d—V:3a2d—a23X102.3
S dt dt dt
a (dvj =7 v _ 900cm? / seg.
a dt Xx=10cm dt

Ejemplo 11. Un globo esférico esta siendo inflado de tal forma que su volumen aumenta a

razén de 5m> /min . ;A qué rapidez aumenta el diametro cuando éste tiene 12m.?

3 2
Solucién: dl-50m3/min. V=47Z'R3=4(Dj _ﬁ g
dt 3 3\ 2 3 8
[C“D) =7 :}V:ED3:> dlzsiDZdE
dt Jp_iom 6 dt 6 dt
dv

2
dD: dt _ 25 _ S m/ min.
dt zD? 712° 72x

[dDj = im/ min = 0,022m/min

Ejemplo 12. Un avién vuela a 5 millas de altitud horizontalmente hacia el punto donde se
encuentre un observador. La velocidad horizontal del avion es de 600 millas / hora. Hallar
el ritmo de cambio del angulo de elevacion con respecto al observador, que se encuentra en
tierra, cuando 0=30°.

Solucién: ”
= -600millas/h

S
dt
5 millas I\ dé
0 I~ [dt}@—_ém
X

2
tand = 2 = 5xt — sec? 9,99 = 529X _ dO _ -5dxdt _ -5cos”0.dx/ dit
X dt dt dt  x%sec?¢ X2
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5 2
tan30°0= = 3
X 40 —5(2j (-600) 5 300
U U = (j = =4 =30rad.
dt ) o=30° (5./3) 25,3
° - > -53

X = = =5
tan30° y ‘5

Ejemplo 13. Un tanque en forma de cono invertido tiene una altura de 16m. y un radio de

4m en la base. El agua fluye al tanque a razon de 2m®/min . ¢Qué tan rapido sube el

nivel cuando el agua tiene 5m. de profundidad?.

Solucion: 4
6 h 1=
ﬁ =2m’ / min. 16 h
dt vl
dh) U
H=16 [E] h=5m T
"3

:dlze’ﬁh%@:@: dV/dt.16 _216 _ 32 m/min=0,41£_
dt 48 dt dt 7h? 52 257

min

237



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

Eiemplo 14. Dos automaviles, uno de los cuales se dirige hacia el este (—») a razén de 90
km/h y el otro, hacia el sur (l) a razon de 60 km/h, viajan hacia una interseccion de dos
carreteras. ¢ A qué rapidez se acercan en el instante en que el primer automovil se
encuentra a 200 m y el segundo a 150 m, de la interseccién?

Solucion:
BE Y
dt "
X =0.2Km = 200m. i —60Km/ h.
y =0.15Km =150m. >
dx
22 =x% + y? « g oKmih
dz dx d
l =2Z.— = X—+2y,l
dt dt dt
« dx dy
dz %gt Vgt 0.2,90+0.15,60
z=v022+0152=025 +2— Fri . = 095

= dz =108Km/h
dt

Ejemplo 15. Una lampara esta colgada a 4.5 m. por encima de un sendero horizontal y recto.
Si un hombre de 1.8 m de estatura se aleja de la lampara a razon de 1.5 m/seg. ¢A qué
rapidez se desplaza la punta de su sombra? Y ¢, con qué rapidez se alarga su sombra?
Solucién:

a) Por semejanza de tridngulos ﬁ = X+S =255 =Xx4+S=155=X=> 1.5diS = dl
.8 S dt dt

dx =1.5m/seg

dt

ds ds dx/dt 15 ds

P _9 - = =" = — =1m/seg.

dt dt 15 15 dt

ay _,

dt
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45_ Y L osy-25x=y=15y=25x=15%Y —25%
)18 y —X dt dt
Oy 25t 2515 _dy o
Tdt 15 15 dt

Eiemplo 16. Un campo de béisbol tiene una forma cuadrada con 90 ft de lado. Un jugador
esta corriendo desde la 22 hasta la tercera base a 28 ft/seg. ¢A qué ritmo esta cambiando
su distancia al punto de recepcion cuando se encuentra a 30 pies de la 32 base?

a
V= L:ix =-28fi/seg. 2

Solucién:

= dx =—-281ft/seg

dt bR

ds ; ,ax
[dtj =? 52=x2+902 =2 dt — 2a
x =30 ft

dx
Us _~* Xt

Si x=30 d s
U (ds) _ 30.(-28)
s2 _302 4 902 dt /,_so 94.98
S =94.87 ft (ZI:) = —8.85ft/ seg.

x=30

Ejiemplo 17. Una bola de nieve esférica se forma de tal manera que su volumen aumenta a
razén de 8 pies®/min. ¢Encontrar la razon a la cual aumenta el radio cuando la bola tiene 4
pies de diametro?

Solucién:

d—V:Spiesglmin. 4
dt
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o) rs
dt R=2 ft :E:47Z'R

dv
LR At:(dR) ;
R=2

dt  47R?

dt

, dR

dt

- 4722 27 min,

_ L Pies _ 4 16ft/min.

Ejemplo 18. Un tanque con agua en forma de cono invertido de 10 m. de alturay 6 m. de

radio se desagua a razon de 5 m%/seg. ¢ A qué velocidad disminuye su altura cuando el

radioesde 2 m.?
Solucién:

1. Hacer unagréfica acorde con el enunciado del problema (siempre que sea

posible)
/‘ R=Em
1
1
1
1
1
1
1
1
| o U T T i e e
1
H=10m.
1
1
1
1
1
1
: i Un tanque con agua en forma de cono invertido
H ; de 10 m. de altura y 6 m. de radio se desagua
! th arazén de 5 m3/seg.
4 H ¢ A qué velocidad disminuye su altura cuando

el radioesde 2 m.?

2. Colocar lo que me dicen, jqgue cambia con respecto al tiempo!, y lo que me piden
que halle, ¢,cdmo cambia con respecto al tiempo?

/—;m

i =7
1\ de Jr=2m.

S I L T T rpepp—
3

Un tanque con agua en forma de cono invertido

de 10 m. de altura y 6 m. de radio se desagua

arazon de 5 m3/seg.

A qué velocidad disminuye su altura cuando
el radioesde 2 m.?

j av_ _m?
Codt

)
seg.
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3.Hallar una ecuacion matriz donde las unicas variables son lo que me dicen,
i que cambia con respecto al tiempo! y lo que me piden que halle
¢ Como cambia con respecto al tiempo?

T[.T'z.h - T
El volumen del cono de aguaes: V = 3 (1) pero en ésta ecuacién “r’ nos
estorba, ya que no me dicen como cambia con respecto al tiempo, ni me preguntan

como cambia con respecto al tiempo.

R=6m
| ; ,
Estos dos triangulos son semejantes,
ya que tienen dos angulos respectivamente iguales;
H=10m.
por lo tanto, sus lados son proporcionales.
r
-
h R=6m. r h * 6m 3h
= —_— =r=>r=— (2)
/ H=10m h 10m. 5
V
R=6m. r h x 6m 3h @
= =— =r=r=—
H=10m h 10m 5
s (3h)2 h ngﬁz h 3 3
N B . P Tl’ n "
@en): V=—"2—=—2 =" h3 =V == h3 (ec.matriz)
3 1 25 25

4. Derivo la ecuacion matriz con respecto al tiempo y despejo lo que me

estan pidiendo

dv 3 dh  9mh? dh dh 25 Y
T VA .

— =3 M= =L

dt 25 dt 25 dt dt 91.h?2

dh 25%(=5) dh
(—) r=2m. =——2=-04 m./seg:(z)rzm_
dat 3h 5710 971.(—)

Si T:?ﬁh:?:? 3

https://www.youtube.com/watch?v=6GaDCFF300I

PROBLEMAS PROPUESTOS SOBRE RAZON DE CAMBIO

5.12.
1. SiV es el volumen de un cubo con longitud de lado x, encuentre dV/dt en

términos de dx/dt R/ av _ 3)(2,(17X
dt dt

2. Sixy=1ydx/dt =4, encuentre dy/dt cuando x=2. R/ -1
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3. Un farol se encuentra en la parte superior de un poste de 5 pies de altura. Un hombre
cuya estatura de 6 pies camina alejandose del poste con una

velocidad de 5 pies/seg. siguiendo una trayectoria rectilinea.. (a) ¢,Con qué

rapidez se mueve la punta de la sombra del hombre cuando éste se encuentra

a 40 pies del poste?. (b) ¢Con qué rapidez se alarga la sombra del hombre
25 . 10 .
enese punto? R/ (a) 3 pies/seg. (b) B pies/seg.

4. Un avion que vuela horizontalmente a una altura de 1 milla y a una velocidad de 500
millas/h pasa directamente sobre una estacion de radar. Encuentre la velocidad a la que la

distancia del avion a la estacion aumenta cuando el avién se encuentra a 2 millas de la
estacion. R/ 250-/3 mi/h

https://www.youtube.com/watch?v=kz4u81SwoeA

5. Dos automdviles parten de un mismo punto. Uno viaja hacia el sur a 60 mi./h y el otro

viaja hacia el oeste a 25 mi./h. ¢ A qué velocidad aumenta la distancia entre ellos dos horas
después? R/ 65mi/h

https://www.youtube.com/watch?v= itAb8kIDGI

6. Al mediodia, un barco A se encuentra 100 km al oeste de un barco B. El barco navega

hacia el sur a 35 km/h y el B hacia el norte a 25 km/h. ¢ Con qué

velocidad cambia la distancia entre ellos a las 4:00 PM. R/ 55.4km/h

7. La altura de un triangulo aumenta a razén de 1 cm/min. , mientras que el area del mismo
aumenta a razon de 2 cm2/min. ¢ A qué velocidad cambia la base del tridngulo cuando la

altura es igual a 10 cm y el area es de 100 cm?2?

R/ —1.6 cm/min
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5.13. TRAZADO DE CURVAS

v' Extremos:
Sea f definida en un intervalo I conteniendo C.

1. f(C) es el minimo de f en I si f(C) <f(x) para todo x en L.

2. f(C) es el m&ximo de f en L. si f(C) >f(x) para todo x en 1.

El minimo y el maximo de una funcion en el intervalo se llama valores extremos 0

extremos de la funcion en ese intervalo. A veces se les llama minimo y méaximo absolutos.

v/ Extremos relativos:
1. Si existe un intervalo abierto en el que f(C) tiene un maximo, entonces f(C) se llama

un maximo relativo de f.

2. Si existe un intervalo abierto en el que f(C) tiene un minimo, entonces f(C) se llama un

minimo relativo de f.

Maximo absoluto
Maximo absoluto

Maximo relativo

/ \\/ Mixir:(ehm Mélxir:(elativo
{ Minimo relativo \/ \O /

Minimo
absoluto

Maximo absoluto

N\

\ \\ \(/ Minimo absoluto

N

Minimo absoluto
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f Maximo absoluto

| ]

Maximo relativg Minimo relativo

/

Minimo absoluto

v Numero critico: Si f esta definida en C, se dird que C es un nimero critico de f si
f(C)=0; 0 si f'(C) no esta definida. Los nimeros criticos son posibles nimeros de maximo,

minima, 0 de pico.

T Y f(C)no esta definida A
« Y

f(C)=0 Tangente Horizontal
Ve

P [
<« »

v

AR v

v Definicion de funciones crecientes y decrecientes: Una funcién f se dice
creciente en un intervalo si para todo par de nimero X; A X, en el intervalo,

X, <X, implica f(x;)< f(x,)
Una funcion f se dice decreciente en un intervalo si para todo par de nimeros X; A X,
en elintervalo, X; < X, implica f(x;) > f(x,)

¥'Criterio para funciones crecientes 0 decrecientes: Sea f una funcién derivable en el

intervalo (a,b).

1. Si f(x)>0 vxe(a,b), = f es creciente en (a,b)
2. Sif(x)<0 vxe(a,b), = f es decreciente en (a,b)
3. Sifi(x)=0 vxe(a,b), = f es constante en (a,b)
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Y ".
~ '
\\‘ 8 1 ’I
’
\\‘ l}
. 61 ,’
> R
Y '
\\ 4 I’
-~ ’
\\‘ "I
1'"(x)<0;decreciente\\\ - ¢ f(x)>0; creciente
Y
0
ha 12 10 -8 6 Nd -2 ,9/ 2 4 6 8
e \- - -
*\ > f (x)=0; constante

f(x)<0
Decreciente

f(x)=0
Creciente

--—---—-d'

F’(c) no esta definida

]
4

v’ Criterio de la primera derivada: Sea ¢ un nimero critico de una funcién f
continua en un intervalo abierto I que contiene a c. Si f es derivable en el intervalo,
excepto a lo sumo en c, f(c) puede clasificarse como sigue:

1. Si f’cambia de negativa a positiva en c, f(c) es un minimo relativo de f.

2. Si f’ cambia de positivo a negativo en ¢, f(c) es un maximo relativo de f.

3. Si f° no cambia su signo en ¢, f(c) no es un minimo ni maximo relativo.
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() ) + 06 () (+) )
O
W
\ / v
|
a c b a c b a c b a c b
f'(x)<0  f(x)>0 f'(x)>0 f'(x)<0 f'(x)>0 f'(x)>0 f'(x)<0 f'(x)<0
Minimo relativo maximo relativo ni maximo ni minimo relativo

v'Concavidad:
1. Siuna curva esta por encima de sus rectas tangentes, es céncava hacia

arriba.
2. Siuna curva esta por debajo de sus rectas tangentes, es concava hacia abajo.

Concava hacia arriba céncava hacia abajo
Y

Y
\\T// : /lk\\i
X X

Criterio de concavidad: Sea f una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo

abierto L.

1. Si f’(x)> 0 vx en |, la grafica de f es concava hacia arriba.

246



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

2. Si f’(x)< 0 vxen |, la grafica de f es concava hacia abajo.

Y Y Y
A A 1 Puntos de
inflexion:
X X X

Puntos de inflexion son los puntos donde la curva cambia de concavidad. Hay tres tipos de

puntos de inflexion:

v’ Criterio de la segunda derivada: Sea f una funcién tal que f’(c)=0 y tal que la segunda

derivada de f existe en un intervalo abierto que contiene a c.

1. Si f’(c)>0, =f(c) es un minimo relativo.
2. Si f’(c)<0, =f(c) es un maximo relativo.
3. Si f’(c)=0 =f(c) es un punto de inflexion.

v'Asintota oblicua: Una funcién racional se llama impropia si el grado del numerador es
mayor que el grado del denominador. Si el grado del numerador es una unidad mayor que
el del denominador entonces la funcion tiene una asintota oblicua. Para hallarla,
reescribase por cociente tal funcion racional (Impropia) como suma de un polinomio de

primer grado y una expresion racional (propia).

v Simetria: La grafica de una ecuacién es simétrica con respecto al:

1. Eje “y” si al sustituir “x” por “-x” no cambia la ecuacion original.

[T l) Gy 9

2. Eje “X” si al sustituir “y” por “-y” no cambia la ecuacién original.

(7L} 6y 9

3. Origen si al sustituir “x” por “-x” y “y” por “-y” no cambia la ecuacién original.
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Ejemplo 4: 4
y=x2-2
Simetrica con m I
y=(-x)?*-2 _ CRY D G L J08Y)
respecto aleje "y" . -
y=x2-2
0
-4 -A\\j// 2
o
' Cy=x2-2
Eiemplo 5: _ 4
) (x,y)
X=y -2
Simetrica con
x=(-y)* -2 -
respecto al eje " x
x=y2—2
-4 (x’ 'y)

Obsérvese que cuando hay simetria con respecto al eje “x” no es funcion, por el criterio de
la recta vertical

Ejemplo 6:

y=x°

:
-y = (-%)° |

Zy = 3 |
multiplico por (—1):y = 3

Simetria con respecto al origen
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Ejemplo 7:
x2 +y? =9 ()
2 ) Simetrica con '
(=9 +(=y)" =9 .
) 5 respecto al origen.
X“+y =9

(—x)2 + y2 = 9_ Simetrica  con respecto
x2 +y? =9 al eje "y".
x2 + (—y)2 + 9_ Simetrica  con respecto
X2 +y2=9 al eje "X".

. Cuando tenemos una funcién, no puede haber simetria con respecto al eje “y
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(]

(X, 'y)

De las diapositivas anteriores podemos concluir:

. Cuando estamos hablando de funciones, nunca habra simetria con respecto

al eje “x’.

kg 0

. Para que haya simetria con respecto al eje “y’, todas las “x” deben tener

exponente par.

[ %2

y con respecto al “origen” al mismo tiempo.

https://www.youtube.com/watch?v=nsZDN3X8zWU

Significado geométrico de la primera y la seqgunda derivada

glx) = 3 e

f(x) = — 222+ 3

fi(z)=g(x) =32>—4x =0

x=0, x=4/3 (Valores de Maxima o de minima)
¥=0.3 f''(z) =h(x) =6x—4=0

x=2/3 (Valor de inflexién)

= (1.333,1.815)

Eq0.0 JF=(1.333,0)

.r'.‘fﬂ,:'!—ki{ hix) = 6 |
-2

1 3 4 5 6 7 8 9
K ={{0.667/ 0)
1

D = (0.667, -1.333)

4 4
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5.14. PASOS PARA GRAFICAR UNA FUNCION

1. Dominio. Puntos de discontinuidad, asintotas verticales.

, _— 1
Ejemplo 8: f(x) = A1) L} En x = 1 hay punto de discontinuidad. Pd(l,g)

2@ x+2 x = —2 es asintota vertical

s el e

2. Intercepto con los gjes.

a) coneleje ‘X" =>y=0

b) coneleje ‘v =x=0

44

O,y

3. Simetrias

4. Asintotas horizontales y oblicuas

limf(x) =a
a. Asintotas horizontales limxfgc;; p(ZY=ayy= b son asintotas horizontales
X — —00
. a z .
. ax™ + - 1. Sin=m >y= 5 €S asintota horizontal
Sif(x) = W} 2.5in>m = y =+ = no hay asintotas horizontales
3. Sin<m =y =0 es asintota horizontal
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b. Asintota oblicua — Si f(X) =

= Yy = mx + c es asintota oblicua.

5. Puntos de maxima, minima, inflexién, pico. Dadoy = f(x) se procede:

X
a) Se derivay se iguala a cero; =f'x) = 9(x) = 0=m,(x) (pendiente de la recta tangente

h(x)

a la curva en cualquier valor "x"

= g(x) = 0; Se resuelve la ecuaciéon y resultan x=a, x=b, x=c
valores criticos — posibles valores maxima o de minima.

h(x) = 0 ; (donde el denominador se hace 0, la funcién no es derivable; no existe la
derivada). Al resolver h(x) = 0 resultan: x = d, x = e; Valores de pico
posible: deben e al dominio; ademas si hay tangente vertical no es de pico,
sino de inflexion . Se puede hacer tabla de valores con valor posterior y
anterior al valor de posible de pico.

Pico Pico

Inflexion

b) Se halla f’(x) y se reemplazan los valores criticos.

f’(a)>0 = x=a es de minima
f"(b)=0 = x=Db es de inflexion.
f"(c)<0 = Xx=c esde maxima.

c) Se hace f”(x)=0;= al resolver la ecuacion resulta x=f, g, b (valores de inflexion)

d) Se hallan los compafieros en “y” de todos los anteriores valores de “X” : f(a),f(b),f(c),

fd).f(e).f(f)./(9).
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6. Se grafica:

Punto de Inflexion

- N |

| N

“.‘I"" m= no existe \ / \\

m= no e&te

7. Se hallan los intervalos de crecimiento, decrecimiento, concavidades; y rango.

crece — xe (a,c) U (d,»)

decrece — xe (-»,a) U (c,d)

céncava hacia arriba — xe (e,b) U (f,d)

cbncava hacia abajo — xe (-»,e) U (b,f) U (d,»)
Rango — ye[f(d),»)

https://www.youtube.com/watch?v=tlQle60Oplwg

https://www.youtube.com/watch?time continue=2&v=0QGiiy6PMhtE

Ejemplo 9. Graficar f(X) = (x2 — 4)2/3 _ W

Solucién:

1. D={xeR} — no hay puntos de discontinuidad ni asintotas verticales.

2. Interceptos: a. Con ‘X’ =y=0= 0= (x*—4)%"*

0= X° —4=0=(x-2) (x+2)
x=2  x=2 = P(2,0) A P,(=2,0)

b. Cony’ =x=0=Yy=(02-4)%°=25P,=(0,25)

. Simetrias Y = ((—X)2 _ 4)2/3

w

y = (X2 - 4)2/3 Simetria con el eje “y”

D

. Asintotas horizontales y oblicuas: no hay

o1

Puntos de maximo, minimo, inflexion, cresta:

~ f'(X) =§(x2 — )3 (2x) = 34X=o

3x%2 -4
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4x =0 = x =0 (Valor critico: posible maximo 6 minimo)
33/x2 —4=0= x> —4=0 = x==+2 (Valores de cresta posible)

x=42 e D

x| -19] 2] 2119 2] 21 \/
y | 053] 0 [055[053|0] 055

c1(-2,0) c2(2,0)
" 4.3 ) - g(x2 -4
ERRUE > f'(x)=
b 3L -4 o2 —4)%8
128/x* -4 8x° 12(x* —4) —8x°
DR S (Gt S (G G S
) 9(x? —4)%° 9 -4 9(x* -4
1
" 4(x* -12) . 40-12)
f'"X)=——"° f'(0)=——"7"-<0 = x=0esde max.
o(x? — 4)% 9(0—4)*3
v AX*-12) ) o )
C. f (X)—g(xz_4)4/3—0 = X _12—0 = X—i\/ﬁ

X = + 3.46 valores de inflexion
f(0)=25 = M(0,2.5)
d. f(346)=4 = 1,(3.46,4)
f(-3.46)=4 = 1,(-3.46,4)

253



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

11(-3.46, 4) 12(3.46, 4)

M(0, 2.5)

-4

c1(-2,0)°

7. Crece - x € (-2,0) U (2,)
Decrece — X € (-»,-2) U (0,2)
Concava U — X € (-0,-3.46) U (3.46,)
Céncavan — x € (-3.46,-2) U (-2,2) U (2,3.46)
Rango —» vy €[0,)
https://www.youtube.com/watch?v=XFrpIRa08NM

2
Eiemplo 10. Graficar f (X) = 2(X2—9)
Xc—4
Solucion:
2(x—-3)(x+3)
1. f(x)= D= X +9
) (X —2)(x +2) {Ai }
X :*2 X =-2
Asintotas verticales
2(-9)

2. Interceptos : X=0 = y=

, =45 = R049

2
y=o:>0=2°;‘9):>0=x2—9=u—3xx+$
X -4 v v

x=3 x=-3
P2 (370) P3 (_3’ O)

A(=x)* -9 _2(x*-9)

simetria con respecto a “y”
(-x)2 -4 x% -4

3. Simetrias: y =

_2x*-18

4.y
X2 —4

= Yy = 2 Asintota horizontal; Asintota oblicua no hay
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2x? ~18 20x
5.2 f(X)="2 = f'(X)=— " =0
X2 — 4 (x* —4)?
20x=0 = x=0 (valor critico — posible max. 6 min.)

2
(x2_4) =0=x=+2 ¢ Dominio = x =2 no son de cresta

wron 20(-4-3x°
a fr(x=200A73X),
(x* —4)
b. f°(0)>0 =x =0 es de minima
— — 2 —_—

e 1= 22T g o 430 = x=t o

(x= —4) 3

no hay puntos de inflexion.
d. f(0)=45 = m(0,4.5)
Gréfica:
i 4| m(,45) i -
s

4 -
P1(-3,0)

) S

e ss s e e e e e e e ---

7. Crece —»> x € (0,2) U (2,:)
Decrece — X € (-,-2) U (-2,0)
Concava hacia arriba — x € (-2,2)
Concava hacia abajo — x € (-»,-2) U (2,%)

Rango =y € (-»,2) U [4.5,)
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https://www.youtube.com/watch?v=Ill kVgCPnKA

2
Eiemplo 11. Graficar f (X) = (X_2X2+4)
X_
Solucién:
1. f(x)zi(x_?)(x_?) D={x/x=2}

X—2

X = 2 Asintota vertical

2. Interceptos:  x=0 = y= 42 =-2 = P (0,-2)

2_
y=0=0="""2X*4 5 2 _oyia

X—2
x:2i“/4_4(1)(4)

2(1)

No hay interceptos con “x

3. Simetrias: no hay

2
X®—2X+4 :
4. f(xX)=————— = lim f(X)=o no hay Asintotas horizontales
X— X—>t00

X -1 2
y -1 2

X*—2x+4x-2 = y=x Asintota oblicua

-x% +2x X
4
2
, X< —4x
f (x)zizz
5. a. (x—2)

x> —4x=0 = x(x—4)=0
/ sy - ’ .
x =0 x =4 — Valores criticos — posible max. o min.

2 ..
(X - 2) =0= x =2 ¢ dominio = X =2 no es de cresta.

b. f"(x):L.

3 —f7(0)< 0= x =0 es de maxima
(x-2)

f°@4) >0 = X =4 es de minima
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. = O

d. f(0)= -2 = M(0,-2)
f@)=6 =

6. Gréfica.

2 =0 > 8=0
(x-2)

m(4,6)

?

no hay punto de inflexién

10 4

- ey

rd
-1 im@. g T
(] ,
] "
[] 'I
A
]
[ ]
1 ! ; 1T|‘|
b, -2)
]
[}
]
[ ]
]
[ ]
]
[ ]
1X=2
[ ]
]
[}
|
]
]
1]
L
1
1

7. Crece — X € (-0,0) U (4,0)
Decrece — x e (0,2) U (2,4)

Concava U — x € (2,0)

Concava N— X € (-»,2)

Rango — Y € (-0,-2] U [6,0)




CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

| | —x*+x%+4
Eiemplo 12. Graficar f(X)= 5
X
Solucién:
1. D= {x /x=0} x =0 asintota vertical

2. Interceptos: x=0=y :g:? no hay con el eje “y

3,2
y=0=0=_" +2X A 0= ex? 4
X

f()==x3+x>+4

-1 1 0 4
l -2 -2 -4
f(2)=-8+4+4=0 =  x-2 es factor -1 -1-2 0
P,(2,0) —Xx*=x-2=0
2
« = 1+ J1-4(-1)(-2) _
2wy
3. Simetrias : no hay
4, lim f (X) =400 po hay asintotas horizontales
X—>Fo0
X |-2|2
y|3]|-1
—x3+x% +4 ‘xz = y =—x+1 Asintota oblicua
X -x +1
X% +4
- X2
4
3
, — X" -8
5.a f'(X)= s = 0
X

-x*-8=0 = x*+8=0 = (x+2)(x*-2x+4)=0

X =-2 —Valor critico — max. 0 min. posible
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3 »
X°>=0= x=0¢dominio= x=0no es de cresta

wron 24
b. f (X)_X7
f'"'(-2)>0 = x=-2esdeminima
" 24 ? . :
c. f"(x)=—=0 = 24=0 no hay puntos de inflexion
X

d. f(-2=4 =  m(-2,4)

6. Gréfica

x=0

L (2,0)

7. Crece —» X € (-2,0)
Decrece — X € (-0,-2) U (0,0)
Coéncava U — X € (-0,0) U (0,0)
Coéncava n—Xx ed

Rango — y € (-o0,0)
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Eiemplo 13. Graficar T (X) = x4 —4x3 +16x-16

Solucién:

1. D ={x/x eR} no hay puntos de discontinuidad ni asintotas verticales
2. Interceptos: Y=0 = 0= x* —4x3 +16x—16
(X4-16)-(4x3-16X)=(x2-4) (X2 + 4)-Ax(x?-4)=(x?-4) (x?+4-4X)
0=(x-2)(x+2)(x-2)? = (x-2)3}(x+2)
2 2
X=2 X= -2 = P1(2,0), P2(-2,0)
x=0 = y=0-040-16 =  P3(0,-16)
3. Simetrias : no hay
4. Asintotas horizontales y oblicuas : no hay
5.a.f(X) = 4 x3-12x?+16 =0; supongamos que g(X)= 4 x3-12x°+16
=9g(1)=0

9(-1)=0 =  x+lesfactorg(x) =

v 1

l -4 16 -16
X =-1

‘4 -16 16 0@

X=2 < 4(x-2)’=0 < 4(x>-4x+4)=0 < 4x>-16x +16
x=-1y x=2 (Valores criticos - posibles valores max o min)
b.f"(x) = 12x2-24x
f'(-1)>0 = X =-1 es de minima
f2) =0 = x =2 esde inflexién
c.f'(x) =12x%-24x=0=>12x (X -.2)=0
N T
Xx=0 x=2
Valores de inflexion
d.f(-1)=-27 =  m(-1,-27)
f@=0= L (20)
f(0)=-16 =  1,(0,-16)

6. Grafica
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P2(-2,0) j 11(2,0)

. 8
210 -5 [l’ 5
-5
| 4

1 120.116)

l

3
)
n

7.Crece > X e(-1, )
Decrece 2> X € (- »0,-1)
Céncava U > X € (- ,0) U (2,0)
Céncava N> x € (0,2)

Rango 2 vy € [-27,)

Eiemplo 14. Graficar f(x) = x+/16 —x? = x (16-x?)12

Solucién:
1. 16-x2>0 = (4-X)(4+x) >0 (a)

Xx=4 “Xx=-4

v

-0 -4
Supongamos: x=0 en (a)=>(+)(+)=0si

D= {x/-4 < x < 4} No hay asintotas verticales ni puntos de discontinuidad

2. Interceptos: x=0 = y=0+/16 -0 =0 = P1(0,0)
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y=0 = 0=x \/ﬂ =X \/(4 —x)@4 + Xx)
\ \ \
x=0 x=4 x=-4P.(4,0) Ps3(-4,0)

3. Simetrias: -y=x/16 — (x)* ;  y=x1/16 — X2

x-1> y=x16 — X2 hay simetria con el origen

4. Asintotas horizontales y oblicuas : no hay

16 —2x2
5.a. ’X = T 5
(%) 16 —x2

16-2x? =0 = x=+ 2.8 (Valores criticos = posibles valores max o min)

=0

|16 — x? =0 = 16-x2 =0 =

x |39 4| 441 -39 -4 -41 x=+4e dominio (posibles valores de

y |35 0| .?| -35 X

x=4 minimo m (4,0)

porque D=xe [-4,4]

X=-4 maximo M (-4,0)

2X(x? —24)
bf (X)= (16 B XZ)%

f(28) <0 = x=2.8 esde maxima
f(-28)>0 = x=-2.8 esde minima
2x(x% —24)
C. "x) = .3/ =0 = X (x% - 24)=0
/ (16 — xz)é N

x=0 x=%4.9 ¢ dominio
x =0 Valor de inflexion
d. f(2.8)=8 -  M(2.8,8)
f(-28)=-8 =  m(-2.8,38)
f(0=0=  1(0,0)

6. Gréafica
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y  M(2.8,8)

M(-4,0)  1(0,0)

7. Crece > Xe (-2.8,2.8)
Decrece > X € (-4,-2.8) U (2.8,4)
Concava U > X e (-4,0)
Céncava > X € (0,4)
Rango 2 Y € [-8,8]

3

X
Ejiemplo 15. Graficar y = 2X2 )
Solucién:
x° 3
1. 2 = D={x/x #+ 2}
2(X"=4) " 2(x>2)(x +2)
v Ty
X=2 x=-2 Asintotas verticales
¥3
2. Interceptos: y=0 = 0= 232 _g = x3=0 =x=0 = P1(0,0)
x=0 = y =0 =0
0-8
(-x)° ~x8

3. Simetrias: -y= 2(_X)2 _g = YTo42 _g

3

X-1-2> y= hay simetria con el origen

X
2x% _8
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4. limf(x) = zoono hay Asintotas horizontales

X=>+to0

X 2x* -8

1
—43 + 4x %x = Y = -x es asintota oblicua
- 2

4x

X |0 |4

20,2
5 a.f(x)= );(f(xz_—41)22):0
x? (x?-12)=0 = x=0 ~ x=+ 3.5 (Valores criticos - posibles valores max 6 min)
2(x?-4)? = 0 = x=+2 ¢ dominio.
= Xx=t2 no son valores de cresta
2 x(x2 +24)
b.f"(x) = W
f(0) =0 = x=0 es de inflexion
f(35) >0 = x=3.5 es de minima

f'(-3.5)<0 = x=-3.5 es de maxima

2 x(x2 +24)
C. f(x) = W =0 = 2x (x? + 24)=0

Valor de inflexion
d. f(0)=0=> I (0,00 €«<——punto de inflexion
f(35)=26 =  m(3.52.6)
f(-35)=-26 =  M(-3.5,-2.6)

6. Grafica
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xX=2

m(3.5,2.6)

-

T
5 10 5

M(-35,-2.6)

7. Crece 2 Xxe (-, -3.5) U (3.5, =)
Decrece 2 xe (-3.5,-2) U (-2, 2) U (2, 3.5)
Céncava hacia arriba > xe (-2,0) U (2, »)
Céncava hacia abajo 2> xe (- «, -2) U (0, 2)
Rango -2 ye (- «, o)
https://www.youtube.com/watch?v=WIDKtme93 g

Ejemplo 16. Graficar f(x) = (x-1)3(x-3)?
Solucién:
1. D={x € R}. No hay asintotas verticales ni puntos discontinuidad

2. Interceptos : y=0 = 0=(x-1)3(x-3)?
1 x=¥ = [ Py1,0)
{ P2(3,0)
x=0 =  y=(0-13(0-3)>=-9 = P3(0,-9)

3. Simetrias : no hay
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4. Asintotas horizontales y oblicuas : no hay
5.a.f (x) = (x-3)(x-1) (5x-11)=0
J J \
x=3 x=1 x=11£=2.2 (Valores criticos - posibles valores
maximos 6 minimos)
b.f'(x) = (x-3)(x-1)? (5x-11)
Inf’ (X)= In(x-3)+2 In(x-1)+ In(5x-11)
frx) 1 2 5
f7(x) B x—3Jr x—1+ 5x -11

1 2 5
FO=( % _3 + 1 + 5y 11 )X (X-3)(x-1)4(5x-11) (%)
\ ) <
Y
“1)BEX —11)+2(x — 3)Bx —11) + 5(x — 3)(x — 1
e KO 2:_ (3’() o _)i)éx . 1)1“; e TN,

1(x) = 4(5x2-22x+23)(x-1)
1’(3) =>0 = x=3 es de minima
f’(1) =0 => x=1 esde inflexion

7(11/5) <0 = x=11/5 es de maxima

c. f7(x) =4(5x2-22x+23)(x-1)=0
\%:2.7 xziy } Valores de inflexion
x=1.7
d. f(3)=0=> m (3,0)
f(H)=0=> I (1,0)
f22=11 = M(2.21.1)
f7=04 = 2 (2.7,0.4)
f1.7)=06 = 13(1.7,0.6)

6. Grafica
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M(2.2,1.1)

2 0/ 111,002 m@,0) 4

(0,-9)

7.Crece 2 X € (-0,2.2) U (3, x0)
Decrece > x e (2.2,3)
Concava U »>xe (1,1.7) U (2.7,)
Concava m> x e (-«,1)U (1.7,2.7)
Rango 2 y € (- w0,)

/ 2
Eiemplol7. Graficar f(x) = x1’3(x+3)2’3=% X(X + 3)

Solucién:
1. D={x € R}. No hay asintotas verticales ni puntos de discontinuidad

3 2
2. Interceptos : y=0 = 0 =x¥3(x+3)%3= 3/ X(X + 3)

I
x=0 x=-3 =P4(0,0)

P2(-3,0)
y= 0Y3(0+3)%3=0 /

3. Simetrias : no hay

x=0 =
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4. Asintotas horizontales y oblicuas : no hay

(x +1)

5.a.f(x) = X23(X . 3)% =0

(x+1)=0 = x=-1 (Valor critico - posible valor méax é min)
X2/3(X+3)1/3 =0
W

x=0 x=-3 (posibles valores de cresta)

X 01 0 01 -29 -3 -31 1(0,0) punto de inflexion

y [-094 0 099 -03 0 -031 C (-3,0) punto de cresta
X -1
b.f/(x)= 5 4
9 xé(x + B)A
f'(-1) >0 = x=-1 esde minima
X -1

c. (X)) = 5 4/ =0 = x-1=0 = x=1 valor de inflexion
F) XA (x + S)A

d. f(-1)=-16 =  m(1,-1.6)
f(1)=25 =  I1,2.5)

6. Grafica

12(1,2.5)

01(0,0) 5
M(-1, -1.6)

7. Crece 2 X €(- ©,-3) U (-1, =)
Decrece 2> x e (-3,-1)
Céncava U > x € (- ,-3) U (-3,0) U (1,)
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Concava N> x e (0,1)
Rango 2 y € (- w0,)

(3x°% — 2x)(x —5)
(X—5)

Ejemplo 18. Graficar y =

_ (3X% —-2x)(x = 5)
— (x —5)
l

x=5 Punto de discontinuidad P(5,-1.2)

Solucion: . 1. D={x/x # 5} = 3x?B3-2x

2. Interceptos : y=0 =0 =3x%3-2x = x(3x G -2)=0
I

x=0 = y=0 x=0 3x /4 =2:>%= X /5 = x=3.4
P1(0,0) ™ P»(3.4,0)

3. Simetrias : no hay

4. Asintotas horizontales y oblicuas : no hay

Sa.f()=",1/3 =0

2-2x13=0= x=1 (Valor critico = posible valor max o min)

X% =0 = x=0 eD (posibles valores de cresta)

= C(0,0) Punto de cresta

x 01 0 01
y 085 0 044

-2
b.f"(x) = 3y4/3 = 0. f/(1)<0= x=1 esde méaxima
-2
c. '(x) = ‘V =0 = -2=0(?) = no hay Puntos de inflexién
3x /3

d. f1)=1=> M(11)

6. Gréafica
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P2(3.4,0)

c00)

P(5,-1.2)

7. Crece 2> x €(0,1)
Decrece 2> Xx € (- ,0) U (1, )
Concava U > x e
Concava N> X €(- ,0) U (0, «)
Rango 2 y € (- ©,-1.2) U (-2.2,0)
x> +2x°
Ejemplo 19. Graficar f(x)= (X—1)2

Solucién: 1. D={x/x #1}. x=1 Asintota Vertical

3 2
X +2x°)
2. Interceptos : y=0 = 0= W = X3+2x?> =0 = x3(x+2) =0
\%
3. Simetrias : no hay x=0 x=-2= P4(0,0)
P2(-2,0)
4. Asintotas horizontal no hay x| 0 |-4
yl 4 [0
e — 3 2 -
f(x)_x2—2x+13 X+2x X +4
-x3+2x2-x
4x%-x = y=x+4 Asintota oblicua
—4x* +8x—4
7X-4

X(x —4)(x +1)
5.a.f(x) = (x - 1)3 =0
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X(X-4)(x+1)=0

el

x=0 x=4 x=-1 (Valores criticos - max o min posibles)

(x-1)*=0= x=1 ¢ D (no hay puntos de cresta)

14x +4
SACE

77(0) >0 = x=0 es de minima
f'(4) >0 = x=4  es de minima
f(-1) <0 = x=-1 es de méaxima

14x +4
Cf)= ( _ 1yt O

= 14x+4=0 = x=-

d. f(0)= 0= m (0,0)
f(4)=10.7 = m(4,10.7)
f(-1)=0.25 = M(-1,0.25)
f(-0.3)=0.09 = 1(-0.3,0.09)
6. Grafica

—0.3 > valor de inflexién

’

y=x+4 '/'
’
’

’
.7 M(-1,0.25
’

-6 +" 47 P2{2,0)| O 2

7. Crece 2X e (- »,-1) U (0,1) U(4, )

Decrece

>xe (-1,0)U (@1, 4)
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Concava U > x € (-0.3,1) U (1, =)
Céncava N> X € (- »,-0.3)
Rango =2 y € (- o0,+x)

X
Ejiemplo 20: Dada Y = —3, hallar los interceptos y asintotas.
X+

Solucion: AsintotaV : x =-3
Asintota H: y =1 (1/1— coeficiente de x en el numerador, Dividido coeficiente de x en el

denominador)

X—3
Interceptoscon “x”: 0=——=>x-3=0=Xx=3 = P(3,0)
X+3
Intercepto con “y": Yy = — ol P(0,-1)
0+3
o
X=3
1 3 |
]
1
. ~
1 h
' |
1
]
I 4
. |
]
]
1 A
I = =1
f 1
T L L L L T T T Ty ?----E'.---P.(g’b’ --------- -
2 0 8 6 -4' - 2 4 6 4
' " PO, -1)
:
]
]
1
]
1
2
Ejemplo 21: f(X):X t2x—4
2
X
Solucién
a.D={x/x#0} AV —>x=0
—-2+-/4+16

b. Interceptos:conejex:>y=0:>0:x2+2x_4:>x: 5
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. —2+./4+16 (% =1.2 > P(1.2,0)
- 2 Xy =—3.2 > Py(~3.2,0)

con ejey —> no hay
c. Simetrias: no hay
d. Asintotas: Oblicuas —> no hay; AH —> y=1

e. f(x)= (2x+ 2)x2 —2x(x2 + 2x—4) x(2x2 +2x—2x2 —4x+8)

X4 X3
, —2X+
f(x)= 3 8_ 0= -2x+8=0 =>x=4 (valor critico)
X
o —2X0—3x2(—2x+8) —23+6x3-24x%  4x3 - 24x2

2 —_— —
f "(X) = 4)(();6) = "(X) = 4)(()(46) = f "(4)(0 = x =4 es de maxima.
X X

£7(x) = 4x(x—6)

X4

20 5
f"4)=—=-=125= M(41.25).

44 11
f"6)=—-="=122=1(6,1.22
)=t =M o122 1(62.2)

=0= x=6 (valor de inflexion)

M(4, 1.25) I(6, 1.22)

é

|
; P1(1.2,0)

-4 -1 0 2 3 4 5 6
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g.
crece —> Xe (O, 4)

Decrece  —> X (—o0,0)U (4, )
Céncava\J —> x & (6, o)

Céncava M —> X e (— o0, 0)U(0, 6)
Dominio  —> X & (—00,1.25]

Rango —> ye (— 00, O)U (0, oo)

3
f(x):w

X2

Ejemplo 22:

Solucién:

a. D={x/x#0} x=0—> AV

b. Interceptos: Conx => y=0 =>0 = x3+3x+1=> x3 +3x+1=0
\_ﬁ/_d
9(x)
g(1)=5#0y g(-1)=-3#0; = hay intercepto con “x” entre 1y -1
e Cony = x=0 =y=7? Nohay
c. Simetrias: No hay
2

x3+3x+1 Xt

d. Asintotas: Horizontales no hay; y oblicuas - — X3 X

3x+1
=y =X es Asintota Oblicua

e. Max, min, inf, crestas:

. f(X)= (3%* +3)x* = 2x(X* +3x+1) 3%’ +3x—2x’ —6x—2

x* X

x3—3x—2

=0:>x3—3x—2=0
x3 N A

N S 9(x)
X=0¢D g(x) = g(~1) =0 = x +1 es factor

f(x) =
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No hay crestas
1 0) -3 -2
1 51 2
M
1-1 20

- J
Y

X —x=2=(x-2)(x+1) = (x+1)*(x-2)=0

x=-1 x = 2 (valores criticos)

X =-

100 - (3x% -3)x3 -3x%(x* —3x-2) 3x3-3x-3x3+9x+6
) X5 ) X4

_-6+6

7= . 5t
X

=0=>x=-1 es de inflexién

f"(2)=i>0:> X =2 esde minima

6X+6

X4

-1-3+1

f"(x)= 0 = X = —linflexion

f(~1) = 3= 1(-1,-3)

8+6+1:15:33:>m(2’32)

f@)="—, 4 4

f. Gréafica
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1 A

m(2, 154) .*°
l’, y=X

g.
Rango — Y € (-0, )

Crece — X € (—0,0) U (2,)
Decrece — x€(0,2)

Céncava U — X € (—1,0) U (0, )
Concava M — X € (—0,—1)

2+x—x2

Ejemplo 23: f(X) = 5
(x-1)

(x* =x-2) _—(x=2)(x+1) _ (2-x)(x+1)

Solucion: f(X)=—

(x-1)° (x-1)? (x-D*
, &
a. D ={x/x#1} x=1— Asintota vertical
(2-x)(x+1)

Y. = (2-x)(x+1) =0
(x-1) l

el

Cony=x=0=y=2/1=2= P30, 2)

c. Simetrias: No hay

b. Interceptos: Con X=>y=0=>0=

X=2 x=-1
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d. Asintotas: Horizontales y = -1 y oblicuas no hay

e. Max, min, inf, crestas:

(1—2x)(x+l)—2(x—l)(2+x—x2) 3 X—1—2x% +2x—4—2X +2x

o f'(x)=

(x-1* (x-1°
fr(x)= 2= 5 =0=x=5 (valor critico)
(x-12)
HF_/
x=1¢D
= no hay puntos de cresta
£ C1(x=1) -3(x-1)2(x=5) —2x+14
(x-1)° (x-1*
f"(5) =_10+i4=+>0 = x =5 es valor de minima
(6-1)"
f"(x) = _2X+}14 =0 = X=7 esvalorde inflexion
x—1)
(5 = 2+5—§5 _18_-9_ 1 ol
(5-1) 16 8 8 8
(yo2+7-49_-40_-10_ 1
(7-1)2 36 9 9
1
1(7,-1-
= I( 9)
f. Gréfica

277



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

3

P3(0,2)

P1(-1,0) P1(2,0)

MG, 1.1)  17,-1.1)

.#
I \
I —— —— N ——————

1
g.Rango—> y e [—1§,ooj

Crece — X € (—0,1)U(5,0)
Decrece — x € (1,5)
Céncava U— X € (—o0,1)U(L,7)

Céncava n— X € (7,0)

(x3 + x)(2x -1)
(x% —1)(2x -1)

Ejemplo 24: f(X)=

x(x% +1)(2x - 1)
(x-D(x+D(2x -1

x=1 y x=-1son Asintotas verticales; y x=1/2 es Punto de discontinuidad

Solucion: f(X) =

a.Dz{X/XeR/Xiil,%}

x(x2 +1)
b. Interceptos: Con x= y=0 = Ozzi = 0= x(x?+1)
X -1 l
X =0 = P1(0,0)
0+0
v Cony = X=0 :y:ﬁ:O
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3 3 3
—X) +(—X —X =X X"+ X
c. Simetrias: -yz(( ) 2( )) = 5 > Xx-1=>y= 5
(—x)° -1 x“ -1 X< -1
= Simetria con respecto al origen
x3+x  x° Fl
d. Asintotas: Horizontales no hay y oblicuas: — X3 +X X
2X
y=X es asintota vertical
y X3 + X
e. =
x2 -1
y' = (3x2 +1)((x2 —1)—2x(x3 +X)) 3x% —3x2 +x2 —1-2x* —2x?
(x? —1)? (x? —1)2
, x* —4x? -1 (x2—?)(x2+?)
S e P 2 2
(xc =1 (x° =1
4+ .16-41)(-1) 4+4.
f’(x) = 0 donde x*-4x?-1=0 = X2 = J HED = >
2(1) 2
X12=4.2 = xi=x 2.1 Valores criticos: posibles valores de max o min.

X22=-0.3 = Xo=% |

f’(X) =no existe, donde (XZ_QZ‘:O
x= +1 & Dominio = x= +1 no son de cresta
4x(x2 —2)
2 2 4 2
@ —8x)(x2 —1) —2(x —1X2x)(x —4x —1)
(x* -1)*

f ”(X)

_ 4x(x2 —1)l(x2 —2)(x2 —1)—(x4 —4x2 —1)J: 4x(x4 —3x% —x% +4x? +1)
(x* -1)° (x* -1)°

=0 —  x=0 valor de inflexion

f"(21)>0=  x=2.5es de minima
f"(-21) <0 = x=-2.1esde maxima
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f (0) = 0 = P1(0,0) punto de inflexion
= m(2.1, 3.3) punto de minima

f(2.)=33

f"(-2.)=-33=

M(-2.1, -3.3) valor de maxima

f ”(%) =-0.8 = D(0.5, -0.8) valor de discontinuidad

g. Gréfica

m(2.1,33) ,-°
R

D(05, 0.8)

g. Rango — Yy € (—o0, )

Crece —> X € (—

o0, — 2.1)U (2.1, oo)

Decrece = X € (- 2.1, —1)u(-1,1)U(d 2.1)
Céncava u—> X € (— 1, O)U (Q, )
Céncava n—> X € (— o0, —1)u (0, 1)

5.15. EJERCICIOS PROPUESTOS SOBRE GRAFICA DE ECUACIONES

En los ejercicios (del 1 —13) analice las curvas

1. y=x*-6x?

X
y= — >
(2x—=23)
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1 2 1
5 —1+X 6. y=*—x&

4, y=
T x—1(x+2) YR e X

7. y=AUx*-25 8. y=x\/x* -9 . J1—x2

10, y = BN
SR

Soluciones:
1. (@ R
(b)
(c)
(d)
(e)

Intercepcién “y”: 0; intercepciones “x”: 0, + J6
Con respecto al eje y
Ninguna

Creciente en | -3 .0]y [/3,%0) decreciente en (- oo, -\/§] y [0, \/§]

(f) Minimos locales f (+ \/5) =-9, maximo f (0) =0
() CARen (-0, -1)y (1, «), CABen (-1,1), PI (1,-5) y (-1,-5)

(h)

2. (@

0

{xIx# £3}
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(b) Intercepcién “y”: -1/9

(c) Con respecto al eje y

(d) AV:x= 13, AH:y=0

(e) Creciente en (- o0, -3) y (3, »), no hay PI

() Méaximo local f (0) = -1/9

(@) CAR en (- 0, -3) y (3, ), CAB en (-3,3) no hay PI

(h)

x=3

X=

6y=0

ca T A R T
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@ {xIx#3/2}

M. w9,

(b) Intercepcién “x”: 0, intercepcion “y”:

(c) Ninguna

(d) AH:y =0, AV:x=3/2

(e) Decreciente en (-x, -3/2] y ( 3/2, ), creciente en [ -3/2, 3/2] [0, 3)
y (3, o)

() Minimo local f (-3/2) = -1/24

@) CAB en (- w0, -3), CAR en (-3, 3/2) y (3/2, x), PI (-3, -1/27)

(h)

x=312

L L & L L O

@ {xIx#1,-2}
(b) Intercepcion “y”: -1/2
(c) Ninguna
(d) VA:x=1, x=-2, HA: y=0
(e) Creciente en (- 0, -2) y (-2, -1/2], decreciente en [-1/2, 1) y (1, o0)
® Maximo local f (-1/2) = -4/9

(@) CARen (-, -2) y (1, ), CAB en (-2,1), ningun PI
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(h)

ettt bl
[
o)
------q - e

5. (@) {xIx# £1}
(b) Intercepcién “y”: 1
(c) Con respecto al eje y
(d) AV:x= £1, AH:y=-1
(e) Decreciente en (- 0, -1) y (-1,0), creciente en [ 0,1) y (1, o)
® Minimo local f (0) =1
(@) CABen (-, -1)y (1, o), CAR en (-1,1), ningun PI

(h)
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-
e e
o

-
-

(0, )

Intercepcién “x”:

Ninguna
AV: X =0

Decreciente en (0, o)

No hay maximo ni minimo local
CAR en (0, 0), ningan PI
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7. @ {x!IxI >5}=(-o0,-5]ul[5, )
(b) Intercepciones “x”: = +5
(c) Con respecto al eje y
(d) Ninguna
(e) Decreciente en (- o0, -5), creciente en [5, )

() No hay maximo o minimo local

(9) CABen (- ©, -5) y (5, ©), CAR en (-1, 1), ningln PI

(h)

HIS -10 -5 0 5 10 15

8. @ {xIIxl >3t=(-00,-3Ju[3, o)
(b) Intercepciones “x”: = £3
(c) Con respecto al eje y
(d) Ninguna
(e) Creciente en (-0, -3]y [3, ®©)

® No hay maximo o minimo local

(g0 CARen(-3+3/2,-3)y(-3+3/2,x),CABen (-o,-33/2)y (3,3 3/2
), Plcuando x= +3 /3/2

(h)
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9. @ {xIx >1,x=0}=[-1,0)u(0,1]
(b) Intercepciones “x”: = +1
(c) Con respecto a (0,0)
(d) AV: x=0
(e) Decreciente en [-1, 0) y (0,1]

()] No hay maximo o minimo local

(@0 CARen(-1,-+/2/3)y(0, v2/3),CABen(-+2/3,0y (~2/3,1),Pl(=

J2713,=1/ /2)
(h)
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f(x) = (1 -1 12) /%

10. (a) {xIx# 1}

(b) Intercepcion “y”: -1, intercepciones “x”: (1 £ \/g) 12
(c) Ninguna

(d) AV:x=1, asuntota oblicua: y= -x

(e) Decreciente en (-0, 1)y (1, o)

(f)  No hay maximo ni minimo local

() CABen (-, 1), CARen (1, ), ningun PI

(h)
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'-------,‘-.-------_----a=
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5.16. OPTIMIZACION DE FUNCIONES (PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS)

Optimizar algo significa que se maximiza o se minimiza algo de sus aspectos. ¢De qué
tamafo es mas rentable una linea de produccién? ¢ Cudl es el disefio que abarata el costo
de una lata? ¢ Cual es la viga mas rigida que se puede cortar de un tronco de 12 pulgadas?.
Preguntas como éstas se pueden contestar usando modelos matematicos en donde se
establecen funciones para describir las cosas que nos interesan. Usualmente se contestan

al encontrar el valor mas grande o mas bajo de una funcion diferenciable.

Estrategia para resolver problemas de max.-min.

v Leer el problema. ¢,Cual es la incégnita? ¢ Qué informacion se da? ¢Qué se
busca?

v Haz un dibujo. Identifica las partes importantes del problema.

v Introduce las variables. Haz una lista con todas las relaciones del dibujo y

del problema como una ecuacion o una expresion algebraica.

v Identifica la incognita, escribe una ecuacion para ella. Si puedes, expresa la
incégnita como una funcion de una sola variable o en dos ecuaciones con
dos incAgnitas. Esto puede requerir calculos considerables.

v Haz la prueba con los puntos criticos y con los puntos extremos.

Eiemplo 1(Fabricacion de metal). Se requiere hacer una caja sin tapa cortando cuadrados
congruentes de las esquinas de una hoja de lamina de 12x12 pulgadas y doblando sus
lados. ¢ De qué tamafo deben ser los cuadrados que se corten de las esquinas para que la

caja tenga el volumen maximo?
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En la figura, los cuadrados de las

esquinas tienen x pulgadas de lado. El

X X volumen de la caja es una funcién de esa

variable:
\ (X) =X (12 — 2X)2 = 144x - 48X2 + 4X3
" X Dado que los lados de la lamina miden

12 pul.

solamente 12 pulgadas de largo, x < 6.

Derivamos v(x) para encontrar sus puntos criticos: V' (x) = 144 — 96x + 12x% = 12(12-8x +
x?) =12(2-x) (6-x).
De los dos ceros, x =2 y x = 6, solo x = 2 cae dentro del dominio de la funcién y esta dentro

de la lista de puntos criticos. Para este valor de X, el volumen maximo de la caja es de 128

p*.

Ejiemplo 2 (Producto de numeros). Encuentre dos nimeros positivos, cuya suma sea 20
y cuyo producto sea lo mas grande posible.
Solucién: Si sunumero es "x", el otro es (20 — x). Su producto sera:

F(X) = (20-x) = 20x — x?

Se busca un valor o valores de x que hagan F (x) tan grande como sea posible. EI dominio
de F es el intervalo cerrado 0 < x < 20.

Se evalla F en sus puntos criticos y en sus puntos extremos. La primera derivada,
F’(x) = 20- 2x

Esta definida en cada punto del intervalo 0 < x <20 y es cero solo en x = 10. Al enumerar
los valores de F en este punto critico y en los puntos extremos, se tiene:

Valor del punto critico: F(10) = 100

Valor de los puntos extremos: F() =0, f(20)=0.

Se concluye que el valor maximo es F(10) = 100. Los nameros correspondientes son X =
10y Y =10.
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Ejemplo 3 (Geometria). Se quiere inscribir un rectdngulo dentro de un semicirculo de radio
2. ¢Cual es el area mas grande que puede tener el rectangulo, y cuéles son sus
dimensiones?

Solucion:
Yy
xz'..yV
(x,4-x2)
R=
X X
(-2, 0) (2,0) X

Para describir las dimensiones del rectangulo, colocamos el circulo y el rectAdngulo
en un plano coordenado. Entonces, el largo, la altura y el &rea del rectdngulo se pueden

expresar en términos de la posicion x de la esquina inferior derecha:

Largo: 2x Altura; /4 — X2 Area: 2X./4 — X2

Observe que los valores de x se hallardn entre 0 < x < 2, donde esta la esquina escogida
del rectangulo.

El objetivo matematico es hallar ahora el valor maximo absoluto de la funcién continua en
el dominio [0,2]:

A(x) =2X/4 — X?

Esto se logra examinando los valores de A en sus puntos criticos y en sus puntos extremos.
La derivada es igual:

dA  8-4x

dX x/4-—X2
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A(X) no esté definida cuando x = 2, y es igual a cero cuando:
8 — 4x°= x=+-/2.

De los dos ceros solo x =ﬁ cae dentro del dominio de A y esta en la lista de puntos

criticos. Los valores de A en los puntos extremos y en este punto critico son:

Valor del punto critico: A(ﬁ) =4

Valor de los puntos extremos: A(0) =0. A(2) =0.

El area tiene un valor de 4 cuando el rectangulo tiene x@ unidades de alto y 2 x@ unidades

de largo.

Eiemplo 4. Se quiere construir una caja abierta con base cuadrada, empleando 108
pulgadas cuadradas de material. ¢Qué dimensiones produciran una caja de volumen

maximo?

Solucién: V=x% (1) y=?
A= x?+4xy =108"2  (2)
108 —x?
(2)>y= T@) en(1)

108 — x? 1 5
V=Xt ————— = V= 27x— X
4x 4
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V’(x):27—jr><2 =0 = Xx=16 x=6" Valor critico
X | 5.9 ’ 6 ’ 6.1
Y, | 107.96 ‘ 108 ‘ 107.95

Veamos si es de maximo o minimo :

= x=6 es de maxima

3

También se puede : V'(x) = 5 X

V’'(6)<0 = x=6" es de maxima.
Se aplica el método mas conveniente
x=6 en (2) > y=3"

Ejiemplo 5. Hallar los nUmeros positivos que minimicen la suma del doble del primero mas
el segundo, si el producto de dichos nimeros es 288.

Solucién : X, ¥ 2 Numeros

288
s= 2x+y (1) X.y =288 = Y=y 2)

288  2x2 4288

(2) en (1) 2> 5= 2x+288x?! = 2x+ X = X

X ‘11.9 ‘12 ‘12.1
S’48+ ‘48 ‘48*

ds _, 288 _

0 = X=+ 12 = x=12

dx x 2

x=12 en (2) > y=24 U

x=12 (minima)
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Ejemplo 6. Hallar los puntos de la grafica de y=4-x*> que estan mas préximos del
punto(0,2).

Solucion : X [0 1|1 ]2 |2
Y [4[3]3 |o]o
y=4-x% (1)
T(x,y)
4
dy -2
d_X:_ZX—m (Tangente)
1
mAT_ﬁ
J
Y, -V, _ 1 - Y_Zzi(z)
X, =X, 2X X-0 2X
4-X2-2 1 , 1 ,
Q) en (2) > X :ZX = 2—x=E = 4-2x¢ =1

N o

2x?-3=0 = x=i£ en (1) > y=4—3:

2
= TR TR

Eiemplo 7: Una pagina tiene margen superior e inferior de 1,5 pulgadas, y el texto de forma
rectangular contiene 24 pulgadas cuadradas. Las margenes laterales tienen 1 pulgada. ¢,
Que dimensiones de la pagina minimizan la cantidad de papel requerida?

Solucién: A=xy (1)
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24™ | 1.5"

NI

|Lv

- X=? —

24= (2)y3) = 22 43=y
X—2

24+3x—-6 18+3x
- — @)
X—2 X—2

(2)en (1) > A= x(O ) X

X—2 X -2
dA _ (x=6)(x+2) —0m X=6
dx (x—2)? X=-2
x‘59‘6 pi

APN

54 ‘54+

= x=6" esde minima; x=6en (2) > y=9"
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Eiemplo 8. Dos postes de 12 y 28 pies de altura, distan 30 pies entre si. Desea tenderse
un cable, fijado en un Unico punto del suelo, entre las puntas de ambos postes. ¢ En qué
punto del suelo hay que fijar el cable para usar el minimo cable posible?

Solucion : m =di+d2 (1)

di= 122 + X2

2 2 d2
d, = \/28 + (30 — X) (2) 121 d1 h2=28"
(1) En(1)»>
30-x
m=122 + x2 + /282 1+ (30 — x)? -
1
m = (x2+144) /2 + (x2-60x+1684) 72
dm X x —30
d T2 * 2 =0 o 2x2427x-405 =0
X x/x +144 \/x — 60 x + 1684

x |89 |9 |91
m |50* |50 |50*

. Xl =9
= M = —45% x=9° es de minima
4 Xy = o
\I‘]O satisface

x= 9" distante del poste de 12" y 30-9=21"distante del poste de 28"

Eiemplo 9. Con cuatro pies de cable se forman un cuadrado y un circulo ¢cuanto cable
debe emplearse en cada figura para que encierren la maxima area total posible?
Solucion: Ar= X2 + ny? (1)
P=4x+2ny=4 (2)
4 -4x 2 -2X
2r - Vs

@y

236



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

x y @'en (1) > A=t + (272X
' T
| L 4 8x 4x?
g2 — — —— F ——
T T T T T
(1, [
= P = dx& + 2my =
- dA =2X— §+ 8x =0
dx T
271X — 8+ 8X .
=" T =0 2X(r+4)-8=0=>x= =0.56
T 27w +8
X ‘0'54 ‘0'56 ‘0'58 ‘O ‘ ! x=0 " x=1 son los valores
0.561 10.56 |0.561 | 1.27 1 extremos de la funcién A=f(x);
A es decir D=xe [0,1]; ya que
N J 4
x= 0.56 es de minima P=4 = x=0 S? y=27
x= 0 es de maxima x=1 siy=0

El area maxima es cuando x=0 o sea que los 4 pies deben emplearse en el circulo

Eiemplo 10: Hallar el volumen maximo de un cono circular recto circunscrito a una esfera

de radio R =5 cm.

Solucién:
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2 _ _ 5 h-5 vy
V. =—— (1); por semejanza de triangulos, tenemos:@* —_— = ?

¢ R: X h
5 /(h-5)2-5
R h
5 /|h? —10n+25-25) 5h xh2
R h /h2 ~10h h“ —10h
25h . 257h?
25h? =R%@); =@en@-V ™10 _h-10 _ 257
h-10 ! ¢ 3 3  3h-30

1

_, dVe _507(3h-30) - 3(257h%)

dh (3h—30)2
= 150 © h?2-1500 n h -75 n h?=0; = 75t h?-1500t h=0=75nh (h-20) =0
=>h=0y h=20 (valores criticos); h=0 es para Vmin=0

0

h=20en (2) > R>=50en (1) >V, =1047.2 cm®
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h=19en (2) > R?=52.8 en (1)— V. = 1050.1 cm?
h=21en (2)—> R?=47.7 en (1)— V. = 1049.6 cm?

Eiemplo 11: Se desea construir un envase cilindrico. El costo de la construccién de la
parte lateral es $10/cm?, y el costo de construccién de las bases es $ 20/cm?.
Determinese las dimensiones que han de utilizarse si el volimen es 250 nllcm?®y el costo
de construccion ha de ser minimo.

Solucién: V =250 n cm?®
Cnin="?

C =10.2nxy + 20,2 1 (1)
A

AL— Area Ag— Are

Lateral bases
y=? V =nx2.y= 250 n cm?
$10/cm?
250 250

7(2) (2 en (1) 5C=20nx .Y +40n x?

x=?

C = 5000 7 X "+ 407 x2=>C'(x) = - 5000 t x 2+ 80 t X = 0

50007 3 250 250
=80 x= =X =""=x=3""
X2 4 4

X ~4cm C’(x)=10.000 t x3+80n
C’(4)>0 =x =4 cm es de min.
x=4en(2)—> y=2520:2520:> y =15.6cm
X 4

Eiemplo 12: Un contenedor de base rectangular, lados rectangulares y sin tapa ha de tener
un volumen de 2 m3. La anchura de la base ha de ser de 1 m., el material cortado a la
medida cuesta $ 10/m? para la base, y $ 5/m? para los lados. ¢Cuél es el costo del

contenedor mas barato?
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Solucién: V=2m3
Chmin=?
$5/m? | 2 C = X x10+2XZ 5+2Z x5
/ C = 10X +10XZ + 10Z (1)
$10/m?
1m 2
V=X.1.Z=2 =7Z=< (2)en (1)—>
x X
2 2
C=10X+ 10X.—+10.—
X X
C =10X

+10XZ + 10Z (1)
C = 10X +20 +20X 1= C'(x)=10—20X 2=0

_20 2_ _ _2
=10= “0 =X —2:>X—\/§en(2)—>2—/ﬁ

X

C’(x) = 40 X 3= C"(1/2) >0 =X = /2 es de min.

2 2 20

En(1)—>C =10 +/2 +104/2,— +10.-2-=10-/2 + 20 + ==
= B N
- 20+20(f+20=$2oﬁ+1=$48.28=c

Ejiemplo 13: Un ingeniero de alimentos va a mandar a fabricar latas de forma cilindrica
para almacenar mermelada con una capacidad de 1000 cm?®. Encontrar las dimensiones
gue minimizaran el costo del metal requerido para hacer el envase, si el costo de las bases

es $18/cm?, y el costo de la parte lateral es $10/cm?

Solucion:
$12 2 $12 27xy = 367%2 + 207xy (1)
cm cm

V = x% = 1000 cm®=> y = 1000/ nx?> (2)
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1000

5 —| C =36 nx*+20.000 x *

(2) en (1) C = 36 nx2+20 nx.

X

y=7

20.000
27

C'(x) =72 nx—20.000 x 2=0 = X3 = = X=45cm

X 14 4.5 5

C |6809.6 6734.7 6827.4
|

v

X=45cmesde min.= en (2)—> y=15.7 cm

https://www.youtube.com/watch?v=sFx38MAKKjo

Ejemplo 14: Si se dispone de 1200 cm? de material para construir una caja de base
cuadrada y abierta en la base superior, encuentre el volumen maximo posible de la caja.

Solucion: V=x% (1)
Ar = x*+4xy=1200
1200- x>
| =T, TYe
1200 x? 1 3
X @en(@)>V=x*(———)=v=300x-- X
X 4x 4
3.2 300,.4
X |15 |20 |25 V'(x)=300- — X =0= x= = x=20
3656 | 4000 | 3593 4
ad (valor critico)

Vméx_: 4000 Cm3
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Ejemplo 15: Cudles seran las dimensiones de un cilindro de volumen maximo que se
desea construir con un pedazo de zinc de 20.000 cm?, sabiendo que no se desperdicia

nada de material.

Solucion: V=nr*h (1); Ar=2nr?+27rh=20.000
2 2
20.000-2rx 10.000-r¢ =
= =h= h= ()
2nr rz
h="? 2
10.000-r“x
(2)en (1): > V=rx( )
/4
=7
= V=10.000r - r*n
dv 10.000 100
—=10.000-31=0= = =>r=-——=32.6cm (3)
dr 37 NKY 4
(3) en (2) — h=65.1 cm
r=32.6= h=65.1 en (1) » V=217.353 cm®— V. max.
r=30 = h=76 en (1) » V=214.885cm?
r=35 = h=55.9 en (1) » V=215.128 cm?®

Ejemplo 16: Calcular el volumen maximo de un cilindro circular recto inscrito

en una esfera de R=5 cm.

Solucién: Ve=mnr?h (1)
2
52 = r2 +L: R=5
4 h
B —_—
. h 2
- 25N _r2
4 r
h2
: 7T, 3
e (2)en (1)- V:ﬂ(ZS—T)hzzsnh—Zh
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dv 37, 2 37,2 \/25.4 10
—257z——h =0="hc=25r=h= =" =5.8cm
dh 4 " B 3

2 2
h=5.8cmen (2)»r“ =16 §:ur: 4.1 cm =V=302.3 cm?

3
Sih=5en(2) —» rl =18 2 = V=394.5 cm?®

Sih=6en(2) > =16 =  V=301.6cm®

Eiemplo 17: Uningeniero de alimentos mont6 una empresa para la cual necesita 2.000
empagques de forma cilindrica mensuales. Cada empaque debe costar $100. El material
de las bases cuesta $10 el dm?, y el material de la cara lateral cuesta $5 el dm?2. Cuéles
seran las dimensiones de cada cilindro para obtener un volumen maximo?

Solucion: $10

V=rR?h (1) C =" 27R% 4 $5227th 100
dm dm
=100=20nR%+107tRh — +10 —»10=2nR%+nRh
" 10— 27R?
=h ()
R
J 2
10-27R
“ (@en(@) > V=aR¥(—————) = V=10R-1nR?
R
d
v 10-67R2=0= R = 10 =0.72dm V7 (R)=-127R
dR N4

V7(0.72) <0 = R=0.72dmesde max.en(2) — h=2.98dm
Ejiemplo 18: Se desea hacer una caja abierta con una pieza cuadrada de material de 12
de lado, cortando cuadritos iguales de cada esquina y doblando. Hallar el maximo
volumen que puede lograrse con una caja asi.

Solucién:
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-
N

12-2x

12|| 12-2X

V= (12-2x)?x = (144- 48x+4x?)x = 144x-48x>+4x3 (1)
3\/:144—96x+12x2 0= 3\/:12(12—8x+ x2)=0= 0= (x2 —8x+12)
X X
= (X=6)(X—2) = x=6en (1)>V=0; X=2en (1) >V= (12-2.2)2.2
X=6 X=2
=V=128""3

https://www.youtube.com/watch?v=rSNvEUNACxI

5.17. PROBLEMAS PROPUESTOS DE MAXIMOS Y MINIMOS

Resuelva los siguientes problemas:

1. Encuentre dos nameros cuya suma sea 100 y su producto sea maximo. R/ 50,
50.
2. Encuentre dos nimeros positivos cuyo producto sea 100 y su suma minima. R/
10,10.
3. Demuestre que de todos los rectangulos con un perimetro dado, el que tiene
area maxima es el cuadrado.
4. Sise dispone de 1200 m? de material para construir una caja con base

cuadrada y abierta en la parte superior, encuentre el volumen maximo posible
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de la caja. R/ 4000 m3.

5. Encuentre el punto de la recta y = 2x — 3 que este mas cercano al origen. R/
(1.2, -0.6).

6. Encuentre los puntos de la hipérbola y? — x? = 4 que estén mas cercanos al

punto (2, 0). R/ (1, ++/5).

~

Encuentre las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede

inscribir en una circunferencia de radio r. R/ Cuadrado, lado \/E r.
8. Determine las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede

inscribir en un tridngulo equilatero de lados L si uno de los lados del rectangulo

L L
se encuentra en la base del triangulo. R/ E\/§Z :

©

Calcule las dimensiones del triangulo is6sceles de area maxima que se puede
inscribir en una circunferencia del radio r. R/ Base +/3 r, altura 3%.

10. Un cilindro circular recto se inscribe en una esfera de radio r. Encuentre el

maximo volumen posible del cilindro. R/ 4'ITF3/(3\/§).

11. Uncilindro circular recto se inscribe en una esfera de radio r. Encuentre la

maxima area posible de la superficie del cilindro. R/ Trr2(1+\/§)

12. las margenes superior e inferior de un cartel miden 6 cm cada uno, y las
margenes laterales miden 4 cm cada uno. Si el area del material impreso en
el cartel se fija en 384 cm?, determine las dimensiones del cartel que tenga la
minima area. R/ 24 cm, 36 cm.

https://www.youtube.com/watch?v=5nJ1isr5QfM
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5.18. REGLA DE L'"HOPITAL
0 o

Ya se describieron las formas 6’ g y o - 0o como indeterminadas, ya que no nos

garantizan que exista un limite, y tampoco nos indican cudl es ese limite en caso de
existir. Cuando encontramos una de estas formas indeterminadas, intentamos rescribir la
expresion usando diferentes técnicas algebraicas. No obstante, no todas las
indeterminaciones pueden resolverse mediante manipulaciones algebraicas. Esto es
particularmente cierto cuando se hallan implicados ambos tipos de funciones, algebraicas
lim ¢2*x-1 -1 0
x>0 x 0 0

y trascendentes. Por ejemplo, el limite ?

produce la indeterminacion 0 Dividiendo numerador y denominador por x se obtiene

lim ¢*» 1
—— —— lo cual simplemente conduce a otra forma de indeterminacién o - « .
X—=>0 x x

Para hallar el limite introducimos un teorema conocido como Regla de L 'Hopital. Este

teorema establece que bajo ciertas condiciones el limite del cociente f(x)/g(x) se halla

determinado por el limite de £ (x)/g" ().

Regla de L Hopital: Silim f£(x)/g(x) adopta alguna de las formas indeterminadas 0/0, o -

w0, FoAoo,0.0, (—1)7,0° supuesto que este Ultimo exista (6 que sea infinito) =

) = lim m
tim 9 g'(x)

e 1

Eiemplo 1: Hallar
Xx—>0 X

lim e -1 e°-1 _0_,

Solucién: —
Xx—=>0 X 0 0
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lim ¢2X_1 lim 2e2X 2¢°
f— = —_— = = 2
X—>0 x X—0 1 1
\ﬁ_J
aplicando L'Hopital
https://www.youtube.com/watch?v=A9KQ-COVCdY
https://www.youtube.com/watch?v=YLeAOU8htSo
; 2
Ejiemplo 2: Hallar lim X
X ——00 X
) 2
Solucioén: — - T
X—>—0 X ¢ o
lim x2 lim 2X 200 0
X—>—00 ¢ % X—>-00 X _¢*® -
%/_/
Aplicando L'Hopital
lim 2X lim 2 2 2
:} = = = = O
X—>—0_g* X—>—x© g% /¢ oo
—
Aplicando L'Hopital
lim
X
Ejemplo 3: Calcular 14 \/;
X —> o0
lim
—X —00
Solucién: 07X =/ \/5 =9
X —> o0
-1 -1
- y - lx A Ew A
lim X2 _ lim 2 _2 :1:720
X —> o0 X X —> 00 eX e® 2.0

- Q\/_/ -
Aplicando L'Hopital
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lim 2\ X
Ejemplo 4: Calcular 1+ —
X — 00 X

lim 2\ 2\”
Solucion: 1+ =1+ | =@1+0"=(>D"=?
o0

X— 0 X
lim 2\* lim 2\*
=vamos a hallar Y = 1+—| =Iny=In 1+—
X —> © X X—> 0 X
m (1402 B
Iny =x.ln Lim <1+Z>=>lny=x_)oo s (1+;)
x> X x~1 —x7Z
Aplicando L"Hopital
In lim 2 2 2
j— y: = = =
2 2
X_)ool—i-— 1+ % 1+0
X 0
lim 2
—Slny=2<e’=Y =, 1+ 5)* =e?
X — o0 X
lim (senx)’
- ) senx
Ejemplo 5: Calcular X — 0"
lim ‘ 0
L senx)’ =(sen0) =0° =
Solucion: X—)0+( ) ( ) ?

lim ( )X | lim | ( )X
y = Senx) =Ny = ni{senx
Vamos a hallar X —> 0* X —> 0+
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COS X
lim lim In(senx) lim geny lim  cotx
=Ilny= x.In.(senx)= = = —
Yoot (senx) x—>0" 1 x—>0" 1 x>0 1
X G G
—
L'Hopital
im —x> 0 | -2x 0 0
x—>0"tanx 0 y sec’x 1
%/—/
L'Hopital
0 lim "
hy=0ce=y=y=1= (senx) =1
X—0
lim 1 1
Ejemplo 6: Calcularx_)1+ Inx x-1
5 lim (1 1 J 1 1 1 1
Solucién: N - = — = —— =00—0="7
x—=>1"\Inx x-1) In1® 17=-1 0" 0O
1 1
lim (x=1=Inx lim _;
T x> 1t (x-1)Inx ) x—1*1
~(x=1)+Inx
X
L'ngital
Xx—-1
lim VD lim x—1 1" -1 0

Txo 1t x—l+xInx  x—1* x—1+x.lnx:1+ —1+17.In1t "0

X
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= se vuelve a aplicar L'hopital

lim 1 B lim 1 1 1 1
X1 2+Inx 2+In1

X1y X 210 2
X
lim ¢*
Ejemplo 7: Caleular y _ oo?
Im e e° o lim eX _eoo B
Solucion: x_>oo;=g=;=?:>X—)oo H];_, _T_OO
L 'Hopital
lim ¢~
Ejemplo 8: Calcular X —> O?
lim e ¢ 1
Solucién: X —> 0? - E - 6 —? (Aqui hay jpeligro!); Si aplicamos L'hopital
lim e % 1

- X —> OT - T 1 - 1; seria un uso incorrecto de la regla de L'hopital ya que

1/0 no es una de las formas indeterminadas que se especificaron para poder aplicar la
lim e* ¢° lim ¢~

= =-— =200, = — =

regla de L’hopital. X -5 0* Y = X -0 X

no existe.

lim
Ejemplo 9: Hallar . (1+ X)%

— ©
lim 1
Solucion: X—)oo( +X) X (1+oo)/ (00) :
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lim

1 lim 1
=vamos a hallar Y = (1+ X)A =Iny=In (1—|— X)A
X— 0 X — o0
1
lim lim lim 14 v
=Iny= 1,|n(1+x): M: 1+X
X —> 00 X X—>ow X X — o0 1
S —
Aplicando L'Hopital
Iim 1 1
=Iny=

_1 1,
X—>ol+Xx 1+ o

lim
=Iny=0=e’=Y = L+ %)% =1,

X—> 0

Ejemplo 10: Calcular Lim Inx

X—>oo?{/;
InX Inwo o
Solucién: Lim —~ = =—=7
X—>00 X1/3 %/5 0
1 1
lim Inx lim X lim
X—)oox% X—>oolx‘% X—>oo 1
2
\ v3 / 3XA
Aplicando L'Hopital
lim 3 3 3
_ Y =" =0

lim 1
Eiemplo 11; Hallar O(1— 2x)A

251



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

lim 1 lim 1
Solucion: Y = (1—2x)4 = Iny= In(l—ZX)A =
X—0 X—0
-2
- lim
Iny=LimM= M 1-2x =2=Ihy=-—2ce?=y
x—0 X Xx—>0 1
%,—/
Aplicando L'Hopital
lim 1
=X (1—2x)4 —g?
X—0

5.19.EJERCICIOS PROPUESTOS DE REGLA DE L'HOPITAL

En los siguientes ejercicios evalle el limite, si existe. Aplique la Regla de
L Hopital

Sen—

Lim X Lim  sen@ — 0.cos@
1. — = 2. ——
x> o arc@anx g -0 6 — send
le eax2 _ebx2
3. - — =d —b
x—0 x°
i _ Lim 1 2
Lim  seng—6.cos6 _ 5 4. ( - ) —_1/2
-0 0 —send X—>x/2\1-senx cos‘ X
Lim e*—e™ — 2senx Lim ( 1 1
S. =06, — = =1
X—0 XSenx X =0\ x*> x%sec?x
Lim  tan x — senx Lim
7. 3 =1/2g. (e tanx gac2 x)z 0
X—>0 X X—>7xl2
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Lim ( % Lim [
x* |=110. (x=)=1
X —> 400 x—0

Lim tanx Lim
X—7l2 X —0
Lim (

)csc3x 1/3

X + C0S2X =e

X—0
le tanx

(senx —cosx)™ =1/e

X—>xml2
Lim

X—> 7?2

Li x? %4 -

m ((cosx).e 4) _e

XxX—>0

Lim ( 1)“2
14— =€
Z — +o0 Z

Lim x Lim x+3
1+L —e 19 X+3 = e*
X — o0 X+1 X — 4o\ XxX=1

Lim (2x+3)x+l
X — 4o\ 2x+1

)3 Sec X 3

(1+cosx)™* =¢

~Inx _ 3x -3a 0 1

Lim—— R/O 22. Lim ——— —.a# R/ )
x—o X X—a X—a =
(3a3)

et -1-x 1 . 1—cosx 1
Lim ———— R/§24. Lim 5

x—0 X 2 x—0 X
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) In x ~ Inlnx
25. Lim —— R/ 026. Lim

R/0
x—2" 2 =X X—0 \&
_ tanax _ X+5sen3x
27. Lim R/©28. Lim ——— R/-2
x—>-0 X x—0 X—5en3x
e 1
29. Lim-——~- RO 30. Lim </xInx R/O
x—>0 COS X x—0%

: : 1 1
31. Lim (x-m)cotx R/l 32 . Lm (———)R/ o
x—TI1 )(4 )(2

Xx—0

https://www.youtube.com/watch?time continue=1&v=S 8Il1B-eabA
https://www.youtube.com/watch?v=CLzhYkSTSO0g
https://www.youtube.com/watch?v=MCrGzsxfWbQ
https://www.youtube.com/watch?v=6MWJgfr5J4M
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CAPITULO VI: INTEGRALES INDEFINIDAS

6.20. EVALUACION DE INTEGRALES INDEFINIDAS

Definicion: Una antiderivada de una funcion f es una funcion F tal que F'(x) = f(x).

Por ejemplo, como la derivada de x? es 2x, x* es una antiderivada de 2x, sin embargo, no
es la Unica: d/dx (x*+ 1) = 2x y d/dx (x*—5) = 2x

X?+C es también una antiderivada de 2x para cualquier constante C. Asi, 2x tiene un
namero infinito de antiderivadas.

Como la expresion x? + C describe todas las antiderivadas de 2x, podemos referirnos a ella
como la antiderivada mas general de 2x, denotada por [2xdx, que se lee integral indefinida
de 2x respecto a x . Escribimos entonces |2xdx = x2 + C.

El simbolo [ se llama simbolo de integracion, 2x es el integrando y C es la constante de
integracion. La “dx” es parte de la notacion integral e indica la variable implicada. Aqui, x es
la variable de integracion.

En forma mas general, la integral indefinida de cualquier funcion f con respecto a X se
escribe [f(x) dx y denota la antiderivada mas general de f. Como todas las antiderivadas de
f difieren sélo en una constante, si F es cualquier antiderivada de f, entonces | f(x) dx = F
(x) +C, C —cte.

En resumen, [#00 dx=F() +C o F (x) = (%)

O si se quiere:

If (X) dx=F (x) + C/d[F (x) + C] = f(x).dx
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6.21. REGLAS BASICAS DE INTEGRACION

1. ;(Kx)=K = [Kdx =Kx +C
X

2. i([f(x)ig(x)]: £ (x)£9'(x) = [[f(x) £ g(x)Jdx = [f(x)dx + [g(x)dx

n+1
3. i(x“)=n~x”1:>Ix”dx:X +C, nz-1
dx n+1
d , du u"t
4. —U")=n-u" "= [u"du="+C, n=-1
dx dx n+1

5. OI(senu) = cosudu:jcosu-du =senu+C
dx dx
d du

6. —(cosu) =—senu-—— = [senu-du) =—cosu+C
dx dx

7. OI(tanu) =sec’ u [du = [sec’u-du=tanu+C
dx dx

d

du
d—(cotu) =—csc?u o fcsc?u-du =—cotu+C
X X

d
9. d—(secu):secutanu-du — [secutanu-du =secu +C
X

d
10. d—(cscu) =—cscucotu-du= [cscucotu-du=—cscu+C
X

6.21.1. EJEMPLOS

5

L [5dx =5x+C 2. j3x4dx:3)5(+c
1
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2
3. L—dx [x2dx="_+C=- —1—+C
(3) -2 2x?

% 3
4[$@x:b{%x:é+C=§ A+C
(3) A
3x® 5x% x?

5. [(3x* —5x2 + x)dx = [ 3x *dx— [ 5xZdx+ [ xdx = -~ +2 4C
(3) (3) (3) 5 3 2

Nota: Hay dos reglitas fundamentales que siempre debo tener en cuenta cuando

voy a evaluar una integral:
i) Si tengo un polinomio sobre un monomio; distribuyo —

ja+b+c+d+ .....
” )

1)) Si tengo un polinomio 0 un monomio sobre otro polinomio, donde el grado

del numerador es mayor o igual al grado del denominador; convierto a

fraccion mixta —

x+1 X+1 X

- b =[x +x )dx

J(T 1
N

:X%+X}£+C: ZX%
2 b

GIT

+2x%+C
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sen x senx 1
7. [ ——dx=] : dx = [tanxsecx-dx =secx+C
cos’ X COSX COSX ©

1(x* +1)°

N [ x(x* +1)° dx_j(x +1)?(2xdx) dx = +C

u=du=2xdx u” du

(4)
(X +D°
6

+C

5 3

[ (x*+1)? dx= [(x* +2x° +1)dx:X5+2;(+x+C
%f_/

u=x2+1=du=2xdx
(noestala x;entonces
desarrollamosel
binomioal cuadrado)

9.

10. fcos 5x dx = 1fcosSdex = 1sen5x +C
-~ ———— 5
u=du=5dx u du

(5)

3 Y
11J'/de_—j'(2x 1)/(2d)_1(2X1)+C=(2X31)+c

%

12.[sen?3x -cos3x - dx = ;jsenzsx - (cos3x - 3dx)

n du

(4)

u

1sen®3x iC sen3x

= — +C
3 3 9
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(3x 1)°

13. [3(3x —1)*dx +C
%/_J

u=3x-1=
du=3dx

14.[(2x+1) (x*+x) dx=(x*+x)?*/2+C
%,_/

u=du=(2x+1)dx
(4)

/
15. ISXZ\/ECIX = J'(X3 —Z)yZJ(SXZdX) _ (X 2)

u du
(4)
_ 5y 2yl
16dex—j(l 2x2)2(caxdx) = TT2X) T L ¢
(1-2x2)2 ~ f -1
(4)
2 2 cos® 4x
17. [4.  cos”4x  .sendxdx=—[cos® 4x(-sen4x.4dx)=— +C
u=du=—sen4x.4dx u" (4 du
1
SeC X -1 tanx 7
j x = [ (tanx) %sec? xax = @) L ¢

18. ) —
)

1
19 ] X7.sen x° d jsenx (3x%.dx) =——cosx® + C
. u=du=3x2dx u du 3

(6)

sec’® /X dx
=2|sec® /x.(—)=2tan/x +C
o I fec x.( 7 =2tan /x

u= x/:>du— x/d _dix
2 24/x

(7
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xdx 1 )
=— = [(@1-9x?) ?(~18xdXx
21. -[ \/1—9)(2 18jg . ) ,g - 2
N u @) u

u=1-9x%>=du=-18xdx

_gx?)2
__ 1 @=9x)F +C=—;x/l—9x2+C

18 1
2
22.j1+C2839d0:j 12 4o + 003230 do
sen“340 sen“30 sen“360
—jcsc230-do+ 0530 1 qp_Licsc?30.d0
sen30 sen3d 3 N

(8)

+ ;jcotggcscé’gw = —;cotSH— ;05039+C = —;L(cotSQ—cscSH) +C

u u du
(10)

s
23.[(x? - 6X +9)%dx = j[(x —3)2]%dx = [(x _3)%% _ 5(X_lf)5+c

du
un

(4)

5
2 2 %
24. [x3Y(x? +5)%dx = ~[(x? +5) % 2xdx = L OO g
2 n u
u=x<+5 u
du=2XdX (4)

5
_ i(x2 +5)@ +C
10
2

25.[Ine®dx = [(2x -1)Ine dx = [(2x — 1)dx = X0 _y+cC
Ine-1 @ O 2
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= x?2_x+C

2 2
0. [ XS€C (3x )dx=

-3 2
s 1 tan™(3x )+C
tan” (3x“)

1 4 ey 2 2 oy 2
“[tan " (3x“)sec“(3x“)oxdx =
g X sec” @ hondy -

(4)

u

= ! +C

~18tan3(3x2)

4
27. | sen®5x cos5xdx = 1jsen35xcos5x-5dx _ 1sen'ox
— 5 & A \ 5

u=sen5x un du

du=cos5x-5dx (4)

_ L sentsxc
20

x csc?(x? +3)

28. |
cot®(x? +3)

dx = [cot™(x? +3)csc?(x? + 3)xdx

4,2
_1cot (x4 +3)+C

_ _;jcot‘5 (x? + 3)[— csc?(x? + 3)ZX@ =
n du

(4)

u

1

= +C
8cot?(x? +3)

cos 3 (5x?)xdx

29 = [cos3(5x?)sen(5x 2 xdx
/ (sen5x?)7? /
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-2 2
1 cos ™" (5x )+C

1 3,02 2
=——"—[cos °(5x°)|-sen(b5x“)10xdx |= —
o Jeos™( )| sen(5x?)10xax] ==

n du

(4)

u

1

= +C
20cos?(5x?)

2
2xcos(7x“ +3) dx =

30.
/ sen(7x? +3)

; [sen®(7x? +3)-cos(7x? + 3)14xdx
n du

(4)

u

6 (7 2 6 (7 2
zlsen (7x +3)+C:sen (7x +3)+
7 6 42

X+2 1 2 }/
= dx =-2[(-x* - 4x)/?(-2x — 4)dx
'\/_XZ —4X 2 n du

u
(4)

2 a2
:_;( X" —4x) +C = —/— x2 — 4xdx
5
32. [senx”x-/cosx® dx = —;j(cosxz)%(—senXZZde)
, \o=x )y g

U=COS X T du
du=—senx? 2xdx (4)

C

31 |

% %
2\ /2 2\ /2
__1(cosx”) +C:_(cosx ) LC

2 % 3

3Xx—-4 1 2 _}/
————dx =_[(3x“ —8x) 7?(6x — 8)dx
\/3x2 - 8x 2 N a0

u
(4)

33. |
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:1(3x2 —8X)% LC
25

34. [senax-/cosaxdx = —;j(cosax)%(—senax -adx)

uh du

(4)

—/3x% -8x +C

B _1(cosax)% N

_a%

3
C-= —i(cosax)é +C
3a

2 2,3
35. j)(%;;(dx = —Ej(c:otx3)‘3(—csc2 x33x2dx)

cot® X 3 -
un du

(4)

3,2
__1(cotx”) LCo 12 _+C
3 -2 6 cot” X

6.21.2. EJERCICIOS 1 (PROPUESTOS)

Evaluar:
3 1 4

1. I(x +2)dx R/ ZX +2X+C
3 2 2

2. I[x2+2x+1}dx R/§x2+x2+x+c

5

3. j?{/xizdx R/gx3+c
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8.
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11.

12.

13

14

15

16

17

18
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- (x+1)(3x - 2)dx

dt

t? +2
=
J'(sec2 e—sene)de
.I5x3\/1+x2dx

X +1

(x2 +2x—3)2

Ixz +3x+7
Jx
. [(@-yNydy

. J' senz2x.dx

dx

dx

. J'x.cosxz.dx

. [ sec? dox
. [ sec(1-x).tan(1- x).dx

_ I sen2x.cos2x.dx

1
RI-— +c

2X

R/ —i+c

4x
1

R/ %xz(?;x2 +5x+15)+c
R/ x3 +%x2 —2X+cC

R/t—%+c

R/ tan0 + cos0O +c¢

R/ %(1+X2)g +c
1

Rl 2(x2 +2X —3)

dx

R/ %&(xz +5x + 35)+ c

w

R/§y2(15—y)+c
R/ —10032x+c
2
R/ 1senx2 +C
2
R/ 2tan(§j+c
2

R/-sec(1-x)+c

R/ %sen22x+c
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CSC X

10. J' dx R/ %tan2x+c

cot® x

6.22. LA REGLA DEL LOGARITMO PARA LA INTEGRACION

Sea u una funcién de x variable; entonces: du ,
I— = In‘u‘ +C Foérmula (11)
u

6.22.1. EJEMPLOS

du
1. -[Zx 1 X _[ de =%In\2x—ﬂ+c=ln(2x—1);+c
u
=InvV2x-1+cC

2

3. IS); +1dx:ln(x3+x)+c
x3 +x

\u —=du= (3x2 +1)dx

2
4, IS;?]XX dx = In(tanx)+c

\

u=du = sec? x.dx

5. IX—de = 1jde = %In(x2 + 2x)+ c=InVx?+2x +¢

X2 +2x 27 x% + 2x
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u= du = (2x + 2)dx = 2(x + 1)dx

) x2+x+1] x%+1
X +x+1 1 X
6. [~ -x2 -1l =1+

X< +1 X< +1
X
1 . 2xdx
=I@A—2 jdx [dx+ j =x+In/x*+1+c
X +1 x% +1
1) (11)
du
dx
7. I /X =In Inx +c
xIn x
an\u
8. Itan x.dx = j SENX. ax = —I — SeMX 4x = —Injcos x| + ¢
COSX COSX
(11) ™ u = du=-senx.dx
dAu
2
sec X + tanx Sec” X +sec x.tanx
9.jsecxdx=:jsecx( jdx::j dx
sec X + tanx Sec X +tanx
(12)
u

=In/secx +tanx| +c

Entonces observamos que con la férmulalise deducen las siguientes formulas:

12.

N

Itan u.du=—In|cosu|+c
13. _'cotu.du =In|senul+c

14. |secu.du= In\secu + tan u\ +C

15. | cscu.du=— In\cscu + cotu\ +C
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6.23. REGLAS DE INTEGRACION PARA FUNCIONES EXPONENCIALES

16. [e'.du=e"+c
aU

17. Ja"du= " +c
Ina

6.23.1. EJEMPLOS

1. jegXJrldx = 1je3x+1_3dx — %e3x+1 ie u=3x+1
3 du = 3.dx
(16)
2. [5xe ™ dx = _gfe_xz (- 2xdx)= _ge‘xz +C
(16)

u=-x2= du=-2xdx

3. J'e%( dx = —Je%‘(— d—XJ = —e%‘ +C

X2 X2

(16)

4- J.SGI’] X.eCOSX.dX = _IeCOSX(_ SenXdX) — _eCOSX +C

U =cosX = du = —senx.dx

5. I2".dx:2 +cC U=X=du=dx
In2
(17)
6X
6. j56de:1j56X.6dx 137 6 (17)
6 6 In5
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6.24. EJERCICIOS VARIOS RESUELTOS.

2
1[ K+l dx= 1JM éln(x +3x+D)+c=InVx*+3x+1+c

x> +3x+1 39 ¥ +3x+1
%/_J
U==>du=(3x+3)dx=3(x?+1)dx
(11)
3 2
'[?’Xzﬂdx:'[(Sx—9)dx+31j 2xdx X - 9x+31lIn(x+3)+c
2. ) 2 3y X +3x 2
H_J
X(X+3)
l 3) (1) (11)
3x3+4x X2+3X )
3x%-9x2 | 3x-9 3x-9+ XX
- ] > X +3X
-Ox2+4x
OX2+27x
J
31x
co0S2X
1 — 2dx 1
3 J'e dX:__J'GCOSZX d :__e0052x Lc
" J csc2x 2 CSC2X 2
(16)
— 2dx
U=C0S2X = du=-sen2x.2dx=
CSC2X
1% 1 =
dx dx 1 dx
= “Infhx{+c=IvIhx +c¢
4-jxln(x2) Ix2|nx 2J In Zjlnx ‘ ‘

u=In x:du:d%

268



CALCULO DIFERENCIAL. JUAN GUILLERMO
ARANGO. GRUPO GNOMON

(11)
3.4
2
— —X72.dx
Jx.dx ydx 2¢ 2 d 2 A
j j ——j—sz——ln 1-x72 |+¢
u:>du:—§x2.dx
2
(11)
senzx l Senzx l senx
5 je .COSﬂx.dx=—je .coszx.dx=—e™" +cC
' T T
U =senzx = du = cos zx.zdx
6.24.1 EJERCICIOS VARIOS PROPUESTOS
X
1._[2—dX R/ InVx%+1+c
X< +1
2
X°—4 2
dx X——4Inx+c
2. [— R/ 2~ 4l
3. | ! dx R/ 2\/x +1
- \/X—+1 X+1l+cC
2
X“+2X+3 1
dx “Inx® +3x%> +9x +1 +¢c
%) y8 1 3x? 1 9x +1 RI'3 #
. 1
.ax b
5.} R/3In‘1+x +C
x%(l+ x%)
6. _[ dx R/ 2[\/;—In(1+\/§)+c
1+\&
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18.

19.

X

o

e’ +e”
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(X_Z)dx

(x-1°

[ cos(1— x).dx
e SEC X.tan x
secx—1

dx

Senx

1+ cosX
1

—d
x In(3x) X
X*+3

dx

.ax

2

x3 -1
1

X~/In X

¢ - .dx
1+e”

e*v1-e”.dx

X

.adx

dx

X

——.dx
e” —e
5—-e*

ax

e2x

e‘x.tan(e‘x)dx

20. [ x.e5G%*) sen(5x2).dx

270

R/In|x -1

1

" 2(x —1)°

+C

rr —senl—x)+c

R/ Injsecx -1 +¢

R/ —In[l+cosx +c

R/ Infin3x +c

2

R/X?+3In|x|+c

R/ %In‘x3 —1‘+c

R/2+vInx +c¢

R/ x

—In(eX +1)+c

R/ —%(1—ex)% +C

R/ In

gt —e™

+C

R/ —gezx +e+c

R/ In‘cos(e’X } +C

R/

1 2
__ecos(Sx ) +c
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x°-=3x-1
21. [3%°73% (x2 — 1).dx RI ——+c
22. [ x2.cot3(4x3).csc?(4x3).dx R/ —i.cot4(4x3) +c
3 2_ —_
23. [ +162;2_723x 2 dx R/ 3x? + 2x — %ln(6x2 —7ND+c

https://www.youtube.com/watch?v=1-K3v66kCvo
https://www.youtube.com/watch?time _continue=2&v=KOsjc_wSuUs
https://www.youtube.com/watch?v=ITSwyzgdkBg
https://www.youtube.com/watch?v=FMCoy91U3IM
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